FOLGE, 1943, BAND > 


ANNALEN 


DER 


PHYSIK 


> geführt durch L. W. Gilbert, J. C. Poggendorff, 
G. und E. Wiedemann, P. Drude, W. Wien 


"Der ganzen Reihe 435. Band 
Kuratorium: 


W: Gesch F. Paschen M. Planck 
R. W. Pohl A. Sommerfeld 


Unter Mitwirkung 
der Deutschen Physikalischen Gesellschaft 
herausgegeben von 


E.GRÜNEISEN, Marburg/L. 
M. PLANCK, Berlin 


Mit 47 Abbildungen im Text 


BE LEIPZIG , VERLAG VON JOHANN AMBROSIUS BARTH 


EFT 
7 
2 
| | | &) | | | 
| 
Redaktionsschluß am 31. August 1944 


Annalen der Physik, Band 43, Heft 6/7. 1943 


\ 


Inhalt 


H. Ott- Di in der Umgebung 


F. Sauter- München, Über die verschiedenen Darstellungsmöglich- 


keiten e'nes homogenen elektrischen Feldes in der Wellenmecha- _ 


“EB. Madelung-Frankfurt/M., Zur Thermodynamik der Gas- 


.W. Döring-Posen, Uber den Detonationsvorgang in Gasen. (Mit - 


4 Abbildungen) . ..:. 
H. Hönl- Freiburg/Br., Über einer 
translatorisch bewegten punktférmigen Schaliquelle. (Mit 10 Ab- 
H. O. Kneser- Berlin, Uber den Zusammenhang zwischen Schall- 
geschwindigkeit und -absorption bei der akustischen Relaxation. 


J. Meixner- Aachen, Absorption und Dispersion des Schalles in E 


Eberhard Buchwald- - Danzig-Langfuhr, Regenbogentarben 
(Mit 5 Abbildungen) . 

H. Kulenkampff u. Lore Schmidt-Jena, Die Energiever- 
teilung im Spektrum der Röntgenbremsstrahlung. (Mit 7 Ab- 


R. Glocker u. H. Hendus-Stuttgart, Die Atomverteiling in 


flüssigem Indium, Thallium und Blei. (Mit 4 Abbildungen) . 
W. Kranert u. H. Raether-Jena, Über die Strukturänderung 


von Metallen durch Kaltbearbeitung. (Mit 6 Abbildungen) . 58 


E. Fues- Wien, Zur Deutung der Kossel-Möllenstedt’schen Elektro- 
nen-Interferenzen weitgeöffneter Bündel an dünnen Plättchen, 
P. Urban- - Wien, Zur Streuung schneller Elektronen an Kernen . 
W. Wessel-Graz, Über Spin und Strahlungskraft . 
8. Flügge-Berlin, Eine Bemerkimg zur Theorie des 


’ 


distributed in the 


mplete this periodical formerly reproduced and 


Republication to co 


1 
| 
3 
437 
: 
565 = 
: 
3 


us pue pesonpordar 


q 
x 
+ 4 
= 


ANNALEN DER PHYSIK 


5. FOLGE - BAND 43 - HEFT 6u.7 - 1943 


Die Sattelpunktsmethode in der ‚Umgebung eines Pols 
Mit Anwendungen auf die Wellenoptik und Akustik!) 
Von H. Ott 


$ 1. Problemstellung 


Bei wellenoptischen und akustischen Problemen, wie z. B. Beugung 
an einem Keil), Ausbreitung elektrischer Wellen über der Erde *) ?), 
Fortpflanzung des Schalls längs der Grenzfläche Wasser--Luft *), Unter- 
wasserschall in seichtem Wasser *) u. a. stößt man auf Integrale von 
der Form 
(1) eikRcoos 4 dd, 


die in der komplexen #-Ebene von — > + ie zunächst über 9 = 0 


nach sie erstreckt sind. A (8) ist im allgemeinen regulär und 


„langsam veränderlich“, besitzt jedoch im Endlichen nahe der reellen 
Achse bei # = 9, einen Pol 1. Ordnung, was gelegentlich durch die 
Schreibweise 4 (#) = ao zum Ausdruck kommen soll, worin N (#) 
für # = #p eine Nullstelle 1, Ordnung habe. a ist ein reeller Winkel 
zwischen 0 und x/2, der die Richtung des Fahrstrahls R zwischen 
Quelle und Aufpunkt gegen irgend eine Normale festlegt, k ist die 
Wellenzahl. 

Für große k R liegt die Berechnung von (1) mit der Sattelpunkts- 
methode nahe: die Exponentialfunktion hat einen Sattelpunkt bei 
® = a, über den sich der Integrationsweg ohne weiteres verlegen läßt, 
natürlich unter Berücksichtigung des Residuensatzes, falls der Pol 
dabei eingefangen wird. Wir setzen für die Sattelpunktsmethode 
@—az=t, cost=1+ is? und durchlaufen, wenn s alle reellen 
Werte von —o bis + © annimmt, ersichtlich die durch Imag. 
{i k R cos (@ — a)} = konst. definierte Fallinie über den Paß # =a, 


und zwar in der richtigen Richtung mit s = +. /2e!7/ sin > 


(la) 


1) Herrn Geheimrat Prof. Dr. A. Sommerfeld zum 75. Goburtstag gewidmet. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 43. 
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[Js ist das Integral über die Fallinie; es unterscheidet sich von (1) ge- 
um das Residuum des eingefangenen Puls.] 
Solange der Pol von A (®) er © ist die 


übliche Settelpunktsmethode gangber: man entwickle 49) (8) 

nach Potenzen von s und erhält, da nur die geraden Potenzen einen 

Beitrag zum Integral liefern, in guter Näherung eine nach fallenden 

Potenzen von k R fortschreitende Reihe mit den Anfangsgliedern: 


_in pr 


$ 2. Modifizierte Sattelpunktsmethode 


Anders aber, wenn der Pol #p dem Sattelpunkt beliebig nahekommt 
oder gar durch die Fallinie hindurchtritt, sei es dadurch, daß wir den 
Winkel a variieren, wobei sich die Fallinie parallel zu sich selbst ver- 
schiebt, sei es, daß die Lage des Pols noch von einem Parameter 
abhängt, den wir verändern. Dann kann A (#) in der Umgebung des 
 Passes weder als Konstante behandelt, .noch in eine Potenzreihe um 

den Paß entwickelt werden, da der Konvergenzkreis dieser Reihe durch 
die Nachbarschaft des Pols zusammenschrumpft. Aber diese Schwierig- 
‘ keit läßt sich, worauf uns Herr Geheimrat Sommerfeld aufmerksam 
machte, durch eine einfache Umformung des Integranden überwinden, 
die Pauli ®) vor kurzem in einem speziellen Fall (Beugung an einem 
Keil) angewendet hat, und die wir hier für beliebige iebige Lage des Pols 
einern wollen, da diese Methode auch für andere Probleme 
recht brauchbar zu sein scheint. 

Man führe mit Pauli den Abstand 9 = a — @p zwischen Sattel- 
punkt und Pol ein und erweitere Zähler und Nenner unter dem Inte- 

gral (la) mit cos — cos p = i s* + (1 — cosy) = is* +a: 


A (#8) [cos cos ds 


Denkt man sich alles ‘unter dem Integral durch s und ausgedrückt 


+» 
(Ib) Js = 


(0 = t + p+ Bp), so ist, da der Pol von A (#) = Fy durch cos t— cos p 
kompensiert wird, 

Q.(8) [cos 06) 


eine auch noch für 9 = 0 reguläre Funktion von s und kann daher in 
eine Potenzreihe 


0 


| 
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a™ 
d gm Cc 6, P)s=0 


natürlich noch Funktionen von @ sind. Dies eingesetzt in (1b) ergibt, 
da alle Integrale mit .. m verschwinden: 


ds 
Jg=— ing Gar ERe gm 


g und somit a = 1—cos@ ist in den folgenden Anwendungen im 

allgemeinen komplex. Für reelles a hat Pauli die obigen Integrale auf 

die hypergeometrische Funktion und auf verallgemeinerte Fresnelsche 

Integrale zurückgeführt, doch läßt sich seine Beweisführung nicht ohne 

weiteres auf den komplexen Fall übertragen. Wir müssen daher etwas 

anders vorgehen als Pauli und betrachten zu diesem Zweck das Inte- 
+» 


entwickelt werden, in welcher die Koeffizienten c,, = 


gral [ das fiir alle komplexen, von Null verschiedenen 


& = |£|e*® konvergiert, falls [2 6|=—-- Führen wir die Transforma- 


tion t= 8 VE aus, so kann der Integrationsweg in der t-Ebene, der 
zunächst auf der Geraden mit der Neigung ß (bzw. x — ß) gegen die 


reelle Achse verläuft, wegen || < = in die reelle Achse selbst verlegt 


werden. Bedeutet & die Wurzel mit positivem Realteil, so ergibt sich 
das Integral 


+z 
gets 


das bekanntlich auf die J-Funktion oder das Fehlerintegral zurück- 
führbar ist. Somit folgt: 
1 
r (m + +) 
es g2m — EES. 

Emo m!2 
( im hai rechts ist natürlich ebenfalls der Wurzelwert mit po- 
sitivem Realteil). 

Wir multiplizieren beiderseits mit ei“ , wo a komplex und die vo- 
rige Bedeutung habe, und integrieren nach £, indem wir den Integra- 
tionsweg aus dem Punkt = k R so ins Unendliche führen, daß dort 
eiaf verschwindet. Dies gibt: 


+» 
gzm ds _ eius 
eitkR (m 4 +) 


x ta 


Die Forderung, daß e im Unendlichen uhren daß dort also 
aé mit positivem Imaginärteil auslaufe, ist erfüllbar: Da nämlich 


& = |£| e2! mit dem’reellen Wert k R beginnt und |2 | bis = ansteigen 
20° 


= 
x 
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darf, werfügen wir im Verlauf der Integration im Faktor e*# noch über 
eine Drehung im einen oder andern Sinn bis zur Größe einer Vierteldre- 
hung, mittels der sich a £ = a |£| e#P aus den Punkten a k R heraus stetig 
in die obere Halbebene eindrehen läßt. Nirgends braucht dabei die 
negativ-imaginäre a £- Achse überschritten zu werden. Kritisch ist nur, 
wenn ak R zufällig auf dieser Achse selbst liegen sollte, was zunächst 
ausgeschlossen werde. ox 

Im letzten Integral rechter Hand setzen wir weiter Ja&=r, 
wobei sich als Verzweigungsschnitt der Riemannschen “Fläche Ya é 
naturgemäß die negativ-imaginäre a £- Achse anbietet, die keinen der 
Integrationswege zerschneidet. Kraft dieser Festsetzung wird das eine 
Blatt Ya& samt den ‘unzerschnittenen Wegen auf jene r-Halbebene 
abgebildet, die rechts der Winkelhalbierenden durch den 2. und 4. Quad- 
ranten liegt, das andere Blatt spiegelbildlich dazu. Entscheiden wir uns 
für die erste Abbildung, so laufen alle Integrationswege im 1. Quad- 
santen der r-Ebene aus’ und dürfen in Richtung der positiv-reellen 
Achse umgebogen werden. Mit der Abkürzung akR=o folgt dann 
der gesuchte Zusammenhang mit den Fresnelschen Integralen: 


1 
i e—*Rs* 52m 2r(m+z) [= dt. 
(4) —ds = —— ot me | — 
2 — ia (k R)™ Ya 


Was das Vorzeichen von Ya und J 0 betrifft, so ist zu beachten, daß 
in t=) €- Va bereits über das Vorzeichen von VE verfügt ist (posi- 
tiver Realteil!). Die untere, aus &=kR sich ergebende Integrations- 
grenze hat daher die Form „= + V&R-Va, woraus man abliest, 
daß Va und r, gleichen Arcus besitzen. Mit t, liegt somit auch Ya 
in der Halbebene rechts der Winkelhalbierenden, die den 2. und 
4. Quadranten teilt und die also die brauchbare Wurzel Ya von der 
unbrauchbaren scheidet. Tritt Ya aus dieser Halbebene aus, so tritt 
die entgegengesetzte Wurzel — a ein uni wird brauchbar. Wir haben 
also einen Vorzeichenwechsel, wenn a die Winkelhalbierende durch- 
- quert oder, was dasselbe ist, wenn a negativ imaginär wird. Ein solcher 
Wert von a beschreibt aber den Durchgang des Pols durch die Fall- 
linie, wie man an den über die Fallinie erstreckten Integralen (3) er- 
kennt, die dann über einen.Pol laufen. Der Durchgang des Pols durch 
die Fallinie bedingt aiso einen Vorzeichenwechsel von Va. Das passende 
Vorzeichen läßt sich nun aus dem Grenzwert von Va für kleines p be- 
stimmen, indem man sich den Pol an den Paß herangerückt denkt: in 


—. 22 
Va = + V2sin + 125 
ist dann ein solches Vorzeichen zu wählen, daß der Vektor + yg = 


= +(a—#,) in die für Va vorgeschriebene Richtung, also in die 
Halbebene rechts der vorhin erwähnten Winkelhalbierenden weist. Da 


a 
1 
| | 
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diese Winkelhalbierende in der Umgebung des Passes überdies mit der 


Fallinie zusammenfällt, gilt somit das tales Vorzeichen, falls der 


Pol | aan} der Fallinie steht. Oder anders ausgedriickt: Es ist (nun 
für beliebiges 9): 
(5) Va = + V2sin = 


mit dem oberen oder unteren Vorzeichen, je nachdem der Pol vom 
Integrationsweg eingefangen ist oder nicht. Für reelles 9 reduziert sich 
dies auf die einfache Vorschrift von Pauli), daß Va stets positiv zu 
nehmen ist. 


Aus (3) und (4) folgt für (la) nun ohne irgendeine Vernachlässi- 


a — Sm (0) 
ikR— _ 
mit 


Ste) = 2 [= Tr, (1 cong) ER. 


le 
Naherungsformeln für die S,, (0) en bereits Pauli angegeben: 


(7b) | fürm +0, 
i i 
7 >1: 8,~== fiir alle m. 
lel = Ve yakR 


§ 3. Diskussion von (6) 
Wir betrachten die 1. Näherung von (6) in zwei Grenzfällen. 
1. Der Pol sei so weit vom Paß entfernt, daß |g |>1. Aus 
= = A (a) Va und mit (7c) ergibt sich sofort in Übereinstimmung 
a 


zur gewöhnlichen Sattelpunktsmethode (2): 


2a 
(8a) J, = IR: 4 A (a). 


2. Riickt der Pol unbegrenzt gegen den Sattelpunkt vor, so folgt 
für 9—>0, wenn wir A = A setzen ($1) und N (a) = N (Op +9) 


N 
entwickeln: 


a Na 9 


4 
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Daher mit (7a): 
Die geschweifte Klammer ist, wie bei Pauli, genau die Hälfte des 
Residuums von (1) im Pol #p =a. Beim Durchtritt des Pols durch 
die Fallinie springt J, kraft des Vorzeichenwechsels (5) also um 
22% x Residuum. Die Gesamtlösung von (1) bleibt aber stetig, denn 
dieser Sprung wird gerade durch den unstetigen Beitrag kompensiert, 
der durch den Residuensatz beim Einfangen des Pols hereinkommt. 
Tritt der Pol nicht im Paß, sondern in dessen Umgebung durch 
die Fallinie, derart, daß wohl noch 9, nicht aber mehr o als klein 


gelten kann, so ergibt sich mit der Umformung au fat, in 


„oa 
der das zweite Integral ebenfalls das Vorzeichen mit Ya oder Ye 


wechselt: 
t 
4 
+= 


= /2k Rsin 2) 


Der Sprung des ersten Terms, der mit dem Residuum in der Durch- 
gangsstelle nahezu [bis auf Q (a) an Stelle @ (#p)] übereinstimmt, 'wird 
auch hier durch den Residuensatz kompensiert. 

Die Untersuchung, wieweit die zweite Näherung von (6) bereits 
vernachlässigt werden darf, verschieben wir auf die folgenden konkre- 
ten Beispiele. 

Die besprochene Methode bleibt auch dann noch verwendungs- 
fähig, wenn A (#) nicht einen einzigen Pol, sondern eine Reihe von 
Polen #, in der’ Nähe des Passes a besitzt. Wir zerlegen dann A in 


Partialbrüche, wobei bekanntlich jeder der Pole den Bruch — 


liefert (A, = Residuum von A im Pol #,), der sich in der vorigen Art 
und Weise weiterbehandeln läßt. 


ikR cos (@p—a)_Q(a)_ Q (a) 


Jg=2nie N) 


(8e) 


$ 4. Beispiele 


a) Anwendung auf die drahtlose Telegraphie. Vorausgesetzt sei ein 
vertikaler Dipol in beliebigem Abstand h von der (ebenen) Erdober- 
fläche. Der Hertzsche Vektor der primären Erregung IT, und der 
sekundären J7, lassen sich im Fernfeld in die zu (1) parallele Form 


bringen *): 


| 
‘ 
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ikR cos — x) 

VE 

R, und R sind die Abstände zwischen Empfänger und Sender, bzw. 

Empfänger und Spiegelbild des Senders, a, und a die zugehörigen 

(spitzen) Neigungswinkel gegen die Vertikale; der Integrationsweg C 


2 
ist der gleiche wie in (1). f(®) ER. nn wo w =Vn*— sin? 8, 


n? cos? + w 
hat Pole*) bei cos #p= +- 7 = : * Während die gewöhnliche Sattel- 
n 
punktsmethode (2) zur Integration von (10) meist ausreicht, versagt 
sie bei großer Bodenleitfähigkeit (|n| 1) gerade in dem praktisch 
wichtigen Fall der streifenden Inzidenz, bzw. der streifenden Ausstrah- 
lung (wenn h = 0). In diesem Fall, der in einer früheren Arbeit des + 
Verf.*) nur kurz berührt wurde, weil er damals außerhalb der Frage- . 
stellung lag, schiebt sich in (10) nicht nur der Paß a, sondern mit 


(Pol 
2 

P, in Abb. 2 der genannten Arbeit) unbegrenzt nahe an den Punkt 
= = heran, so daß die modifizierte Sattelpunktsmethode des $ 2 


dd. 


wachsendem n auch der Pol cos 9p n. , indp=1— 3 


unerläßlich wird, wenn man nicht gerade k R als extrem groß wälı- 
len will. 

Um Rechnung zu sparen, schreiben wir zuvor aber f(®) so um, 
daß der Koeffizient c, der 2. Näherung von (6) bereits möglichst klein 
ausfalle: Dies gelingt, indem man 

2w 2w 
= +. — = 
n® cos + w N 
setzt, den | Summanden 1 rogleich in (10) ausintegriert, 


was nach (9) = zr eg und endlich mit dem Rest -7 in das 


(noch mit V7 La, Peg zu multiplizierende} Integral (1b) eingeht, 


sind 


wobei dann -47 an die Stelle von A (8) tritt. Nach (6) 


erhält man nun für das Gesamtfeld mit einem Schlag eine allgemeine 
Strahlungsformel, die für beliebige Abstände h des Senders von der 
Grenzfläche, für beliebige Bodenleitfähigkeit und für alle Ausstrahlungs- 
richtungen a**) gilt, und dies, wenn man von der einzigen Einschrän- 
kung k R > 1 absieht, ohne jede weitere betas pec 


eikR C2 Sm (0) 


*) Von den Verzweigungspunkten von 7 und den dadurch verursachten 
„Flankenwellen‘‘?) sehen wir hier ab. 
**) Ausgenommen im Zenit des Senders. 


a 
a R, R | Ya _ 
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(om: Entwicklungskoeffizienten von 


2 sin® cost— cos 


Welchen Charakter die Lösung im Br a annimmt, hängt von 

der „numerischen“ Entfernung*) @ ab und ist nur noch Sache der 

Diskussion. Aus 9 = a — #, ergibt sich mit cos 9, = BIER. DEE und 
In? +1 


sin d, = für = (1 —cosg) kR = 2k Rint : 


Bei a a und n: 


Vn? +1 
Bei beliebigem a, aber |n| > 1: 
, cos a sin a 
(12b) e= (1—sina+ eR. 


Und endlich bei kleinem ||: 


(sin a + n cos u)®. 


kR 
ont 

Wir betrachten wiederum die 1. Näherung in zwei Grenzfällen: 
1. kl >1 aay x steht weit vom Paß ab): Bei schlechter Boden- 
diese Bedingung für fast alle Aufpunkte erfüllt, mit wach- 
sendem n a jedoch streifende Inzidenz (im Falle h + 0), bzw. streifende 


Ausstrahlung (Fall 4 =: 0) mehr und mehr auszuschließen, außer für 
extrem große k R. In Parallele zu $ 3 folgt aus (11) sofort die bekannte 


e w (a 

=. 
Liegt der Sender in der Grenzfläche selbst (R, = ee verschwindet (13) be- 
kanntlich für die streifende Ausstrahlung wegen f 7) =—1 und man muß, 
wenn nötig, noch die 2. Näherung aufsuchen?). 

2. Kleines phage somit mäßiges oder kleines ¢ (Pol in Paßnähe): 
Trifft zu für die Umgebung einer gut leitenden Grenzfläche, falls der 


Sender in der Grenzfläche selbst oder nahe bei derselben liegt, es sei 
denn, daß k R ganz extrem große Werte hat. Wie in $ 3 folgt nun für 


—— = 


Yo mit u—n, N (a)~N’ 
und 


*) Die aus dem Spiegelpunkt des Senders heraus zu messen ist! 
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Va 
und daher aus (11) und (7a): 
R 
(14) _in VE 
n R Va 
0 


Schreibt man noch das Fresnelsche ae in ein Fehlerintegral um: 


in 
dessen obere Grenze = für a— Zell wird, so erkennt 
man, wenn man den Sender in die Grenzfläche legt (R, = R), die 
Formeln von Sommerfeld ®), van der Pol und Niessen ®). Für 


die 2. Näherung von (11) findet man bei großem |n|:c, ~ ze 


sie kann wegen cos a € 1 also bereits vernachlässigt werden. 

Natürlich gibt (11) auch Auskunft über die Verhältnisse zwischen 
diesen beiden Grenzfällen, doch ist eine rationelle Diskussion z. Z. noch 
erschwert wegen des Fehlens geeigneter Darstellungen der Fresnelschen, 
bzw. der Fehlerintegrale für mäßiges, beliebig komplexes Argument*). 


Wenn auch die beiden Formeln (13) und (14) in der Hau; längst bekannt 
sind, so glauben wir doch, damit nicht lediglich nur alten Wein in neue Schläuche 
gefüllt zu haben. Dies um so weniger, als wir uns gerade aus der einheitlichen 
Darstellung (11) des Feldes eine endgültige Klärung der schon so oft diskutierten 
Frage nach der Oberflächenwelle versprechen. Was wir kürzlich?) als „eine Art 
Oberflächeneffekt‘‘ gekennzeichnet haben, läßt sich nämlich jetzt genauer präzi- 


sieren: Dieser Effekt besteht darin, daß der Term TE TE 8, in (11), der 
a 


weitab von der Grenzfläche eine Kugelwelle darstellt, sich mit Annäherung des 
Senders und des Aufpunkts an eine gut leitende Grenzfläche allmählich in eine 
Zennecksche Oberflächenwelle verwandelt. Denn aus $ 3 wissen wir, daß dieser 
Term mit abnehmendem 9 dem (halben) Residuum im Pol #, zustrebt, das Resi- 
duum im Pol ist aber nach Sommerfeld physikalisch eine Zenneckwelle, was 
man übrigens auch am Auftreten des Brewsterschen Winkels #, im Exponenten 
von (14) erkennt. Die Abspaltung eines Zenneckwellen-Terms aus der Gesamt- 
strahlung ist also unter gegebenen Umständen doch nicht ganz so „willkürlich“, 
wie verschiedentlich behauptet wurde, nur reicht diese Oberflächenwelle nicht 
weit in die Atmosphäre hinein, sie tritt, wenn wir uns so ausdrücken dürfen, nur 
als ganz schmaler Saum des räumlichen Wellenfeldes in Erscheinung. 


*) Eine Approximation durch Besselsche Funktionen bei E. Lommel, 
Abh. d. Kgl. Bayr. Akad. d, W. 15. 8. 120. 1886.. 


| 
Prog: . 
foray, 
Va In; 
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Eine andere Frage ist allerdings die, wie weit sich diese Welle auch praktisch 
vom übrigen Feld trennen läßt, was freilich nicht so aussichtsreich erscheint: Gehen 
wir der Grenzfläche im Sinne wachsenden o entlang, so ist die Amplitude der 
Oberflächenwelle im Verhältnis zu den begleitenden Kugelwellen für kleine o zu- 


nächst recht klein, sie wächst allerdings im Bereiche um |o| = > zu’ gleicher 


Stärke heran, aber damit nähern wir uns bereits dem Gebiete mäßiger g, in welchem 
der fragliche Term seinen Charakter als Zenneckwelle verliert, um mit weiter 
wachsendem o endlich in die Kugelwelle der Lösung (13) einzumünden. Womit 
übrigens die Richtcharakteristik für die tangentiale Ausstrahlung eines Senders 
schließlich auch bei guter Leitfähigkeit in 1. Näherung verschwindet, nur in sehr 
viel größerer Entfernung kR als bei schlechter. 


b) Schallausbreitung über Wasser. J7 bedeutet jetzt das Geschwindig- 
keitspotential ®, für das (10) unter Abänderung von f erhalten bleibt?): 


{(8) = ren y ist das Dichteverhältnis*) Wasser- Luft (= 800), 
ne 5 Wir benutzen wiederum die Umformung f = i— sae 


und gelangen auf die gleiche Art wie vorhin zum Ausdruck (11) für 
das Geschwindigkeitspotential ®. Der fragliche Pol ist jetzt gegeben 


| 
durch cos dp = —i Ss , sin Pp = | +- 


n2 
27% ; er schiebt sich 
mit wachsendem y in der ®-Ebene nun von oben her gegen’ den 


Punkt 9-5 heran. Als Maß für den Abstand Pol -Paß kann 


dienen. Liegen Schal 
; ienen. Liegen Schall- 


quelle oder Aufpunkt weitab von der Grenzfläche, so ergibt sich also 
aus (11) wieder die Kugelwelle (13), riicken aber beide gleichzeitig gegen 


|sin |? = | sin (a — |? = cos? u + 


c 2w(a) 1—cop 
die Grenzfläche vor, so geht — = — . ——— mit den 
Ya 


Grenzwerten w (a) ——i /1—n?, N (a) = N’ (dp) ——yp und 


— , und daher ist 
a 
die erste Näherung von ®: 
eikR, eikR 
= 
(15) 
1 ikR cos (8 p—x) Qe 4 ? 
Ix % 


2 


*) In der zitierten Arbeit des Verf.*) muß es bei der Definition von y (8. 446) 
natürlich heißen: y = r . Alles weitere bleibt davon unberührt. 


Rain V1—n? sin a + y cosa) ) 


= 
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Auch hier läßt sich das Fresnelsche Integral durch die Substitution 
t =iy umformen, daß die obere Grenze fir reell 


wird. Wiederum beschreibt also der Term = Te Sp mit An- 
a 
näherung von Schallquelle und Aufpunkt an die Grenzfläche einen 
„Oberflächeneffekt‘, der aber, wie man leicht nachrechnet, in den 
praktischen Entfernungen der Akustik gegenüber der Kugelwelle noch 
keine Rolle spielt. In diesen Entfernungen ist also der Reflexionskoeffi- 
zient selbst für streifenden Einfall nahezu’ gleich 1, d. h. gleich dem 
einer völlig „schallharten‘‘ Grenzfläche, und die Richt sharakteristik 
einer auf der Grenzfläche liegenden Schallquelle ist in allen Richtungen 
nahezu konstant gleich ? 

Der genannte Oberflächeneffekt kann ‘hier nicht mit einer „selbständigen“ 
Oberflächenwelle in Beziehung gesetzt werden, denn es gibt keine akustische 
Parallele zur Zenneckwelle, auch nicht bei komplexem n. Wohl vermag, wie in der 
Elektrodynamik so auch in der Akustik, die ebene inhomogene Welle eikRcos (d,— a) 
die Grenzbedingung für sich allein zu erfüllen, aber als selbständige Lösung 
der Wellengleichung hat dieselbe keinen Sinn, da wegen ikR cos (dp—a) = 


ier(1+ +e ihre Dämpfung in der verkehrten z-Richtung 


Zusammenfassung 


‘Es wird eine Methode von Pauli verallgemeinert, mit der sich die 
Sattelpunktsmethode in der Umgebung eines Pols durchführen läßt; 
die Lösung führt auf (verallgemeinerte) Fresnelsche Integrale. Die 
Anwendung auf einen Hertzschen Dipol, der auf oder über der ebenen 
Erdoberfläche von beliebiger Bodenleitfähigkeit liegt, liefert mit wenig 
Rechenaufwand sofort das Fernfeld dieses Senders. Die Frage nach 
dem Auftreten von Zenneckwellen wird neu beleuchtet. Als weiteres 
Beispiel wird die Ausbreitung des Überwasserschalls behandelt. Daß 
sich auch der Unterwasserschall in seichtem Wasser (Schall zwischen 
zwei Grenzflächen) dieser Methode bequemt, soll demnächst gezeigt 
werden. 
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Über die verschiedenen Darstellungsmöglichkeiten eines 
homogenen elektrischen Feldes in der Wellenmechanik!) 


Von F. Sauter 


Es ist allgemein bekannt, daß der Übergang von den elektromagne- 
tischen Feldvektoren § und § zu den Potentialen und & auf Grund 
der Gleichungen 


1 
(1) 
nicht eindeutig ist. Vielmehr stellen die Potentiale 


genau die gleichen Felder dar wie g und YU, unabhängig von der Gestalt 
der reellen, aber sonst beliebig wählbaren Funktion ® = @ (r, t). Da 
es aber in der klassischen Elektrodynamik und Mechanik letzten Endes 
stets nur auf die Feldvektoren und nicht auf die Potentiale ankommt. 
wirkt sich hier diese Unbestimmtheit nie störend aus. 

In ähnlicher Weise ist auch die Wellenmechanik gegenüber der Wahl 
der Potentiale invariant. Zwar treten diese in den verschiedenen Wellen- 


gleichungen explizit auf, jedoch stets nur in den Verbindungen grad — 


U und + eg, so dali man eine ,, Umeichung“ der Potentiale 


im Sinne von (2) nur durch den Übergang von der Wellenfunktion y 
zur Funktion 
ie® 
y = € he y 
vollig kompensieren kann.*) Damit sind auch alle physikalisch deutbaren 
wellenmechanischen Größen, wie etwa die Aufenthaltswahrscheinlich- 
keit |y|*, unabhängig von der Wahl von ®. 

Für die mathematische Durchführung von wellenmechanischen 
Problemen ist die spezielle Form der Potentialfunktionen allerdings 
meist von entscheidender Bedeutung. Denn die gebräuchlichste und 
tragfähigste Methode zur Lösung einer partiellen Differentialgleichung 
ist die der Trennung der Veränderlichen; und hier hängt die Separier- 
barkeit im allgemeinen wesentlich von der Wahl der Potentiale ab. Ein 
bekanntes Beispiel dieser Art ist die Wellengleichung für ein geladenes 


(3) 


1) Herrn Geheimrat Prof. Dr. A. Sommerfeld zu seinem 75. Geburtstag 
in Verehrung gewidmet. 

*) Hier und inn folgenden bedeutet ein gerades h die von Dirac eingeführte 
Größe h == h/27 und das liegende A die Plancksehe Konstante. 


- 
| 
| 
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Teilchen in einem homogenen Magnetfeld ö (etwa parallel der z-Achse). 
er. Feld kann man entweder in symmetrischer Weise durch 

=[— yH/2, x«H/2, 0] oder unter Bevorzugung der einen Koordi- 
durch A=[0, xH, 9 beschreiben. Im ersteren Falle 
läßt sich die Wellengleichung nur in Zylinderkoordinaten, im zweiten 
Fall nur in rechtwinkligen Koordinaten separieren, so daß man zunächst 
zwei scheinbar grundverschiedene Systeme von Eigenfunktionen erhält. 
Nun kann man zwar jede Eigenfunktion des einen Lösungssystems nach 
Multiplikation mit einem durch (3) gegebenen Faktor als Linearkombi- 
nation der zum gleichen Eigenwert gehörigen Eigenfunktionen des an- 
deren Systems darstellen, so daß die Wahl von 9 prinzipiell gleichgültig 
ist. Doch wird man zur leichteren Integration der Wellengleichungen 
und zur einfacheren Durchführung der Rechnung derjenigen Schreib- 
weise von % den Vorzug geben, welche der Natur des Problems am 
besten angepaßt ist. So wählt man zur Behandlung des Zeemann-Effek- 
tes bei Atomen stets die symmetrische Darstellung, während sich für 
die Berechnung des Diamagnetismus der Metallelektronen die zweite der 
beiden oben’angeführten Darstellungen als günstiger erwies. 

Unter diesem Gesichtspunkt sollen nun auch die verschiedenen 
Darstellungsmöglichkeiten für ein homogenes elektrisches Feld % betrach- 
tet werden. Gewöhnlich wird dieses Feld aus einem skalaren Potential 

9= — (IF). (4) 
abgeleitet bei verschwindendem %. Man kann es aber ebenso gut durch 
ein Vektorpotential 

—ctF (5) 


mit 9 =: 0 oder durch ein Mittelding zwischen diesen beiden einfachen 
Möglichkeiten beschreiben. Es gilt nun, diese zwei Darstellungen in 
ihrer Auswirkung auf bestimmte wellenmechanische Fragen zu unter- 
suchen und die dabei auftretenden Unterschiede an Hand von geeignet 
gewählten Beispielen herauszuarbeiten. 

Zunächst möge die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem 
homogenen elektrischen Feld, also einer der einfachsteh Bewegungs- 
typen der klassischen Punktmechanik im Rahmen der (unrelativisti- 
schen) Wellenmechanik betrachtet werden. Mit der ers (4) 


lautet die Schrödinger-Gleichung 
(6) 


während der Ansatz ye auf die Gleichung 


führt. Beide Gleichungen lassen sich, falls die positive z-Achse mit der 
Richtung der Kraft ei zusammenfällt, in cartesischen Koordinaten 
separieren. Doch bleibt nach Abspaltung der übrigen Koordinaten bei (6) 
schließlich eine Differentialgleichung zweiter Ordnung für die z-Abhän- 
gigkeit übrig, während man bei (7) auf diese Weise zu einer Diffe- 


4 
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rentialgleichung erster Ordnung für die t-Abhängigkeit gelangt. Man 
darf daher erwarten, daß (7) sich leichter lösen läßt und auf einfachere 
Funktionen führt als die gewöhnlich untersuchte Gleichung (6); daß 
diese Vermutung richtig ist, zeigen folgende Betrachtungen. 

Beginnen wir mit der Lösung von (7)! Durch Trennung der Verän- 
derlichen und elementare Integration findet man als partikuläres Integral 
den einfachen Ausdruck: 


v 

former 
Lieser stellt eine ebene Welle mit konstanter Amplitude und konstanter 
Wellenlänge?), jedoch mit einer zeitlich veränderlichen Frequenz dar, 
sofern es hier überhaupt sinnvoll ist von Frequenz zu sprechen?). Zu- 
nächst erscheint also die Lösung (8) etwas überraschend und unver- 
ständlich. Man kann sie jedoch besser verstehen, wenn man aus dem 
wellenmechanischen Stromausdruck oder, was auf das gleiche hinaus- 
läuft, aus der Eigenwertgleichung 


€ 
(9) 
die (Gruppen-)Geschwindigkeit v berechnet; man erhält 
1 
v=—(ptesFt 10 
). (10) 
Analog findet man fiir die Energie aus der Gleichung 
h dy a 
den Wert 
1 
= 2 — 
E 3 (12) 


Es ergeben sich also für » und E genau die gleichen Beziehungen wie 
für die Geschwindigkeit und die kinetische Energie eines Teilchens beim 
schiefen Wurf in der Punktmechanik*), wenn man unter p den Impuls 
des Teilchens zur Zeit ¢ = 0 versteht. Man kann daher (8) als das wellen- 
mechanische Gegenstück zur Bewegung geladener Teilchen im %-Feld 
mit einer unabhängig vom Ort vorgegebenen Anfangsgeschwindigkeit, 
ansprechen, wobei auch die Mathematik im Fall der Wellenmechanik 
genau so einfach ist, wie in der Punktmechanik. 

Ganz im Gegensatz dazu wird die Lösung von (6) nach der üblichen 
Separationsmethode erstaunlich kompliziert. Zwar kann man auch hier, 


2) Vergl. hiezu die 6). 
3) Auch für ein zeitlich veränderliches Feld % (t), also etwa für einen Ein- 
schaltvorgang, stellt (8) die Lösung der Wellengleichung (7) dar, sofern man dort 
t 
% r durch den Ausdruck J % (0) do ersetzt. 


Behandlung, 
welche den Ansatz (5) benutzt, also gleichsam mit einem induktiv erzeugten 
elektrischen Feld rechnet, natürlich kein Platz. 
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wenn man die Richtung der Kraft e % parallel der positiven z-Achse 
annimmt, die area von den übrigen Koordinaten angeben: 


== ( — Et) 
yme Pyt+ x(2). (13) 
Doch erhalt man dann fiir die z-Abhangigkeit die Differentialgleichung 
d? 2 
{ax (14) 


welche als Lösung den immerhin recht unübersichtlichen Ausdruck 


la a 
:- [7] us 
besitzt. Hier bedeutet die Z-Funktion eine Zylinderfunktion®), die Länge 
List gegeben durch 


9h? 
l= Sales (16) 
und 2, ist durch die Beziehung 


definiert. 2, bedeutet also die z-Koordinate des Scheitelpunktes der 
klassischen Parabelbahn eines Teilchens mit der Energie E und den 
konstanten Komponenten p, und p, des Querimpulses im Kraftfeld e §; 
dabei liegt die Parabel im Gebiet z > z,. Berechnet man für diese Bahn 


das Wirkungsintegral / p,dz und teilt dieses durch h, so findet man 
Ze 


dafür genau das Argument |———~* | * der Zylinderfunktion in (15). 
gen ; 


Da dieses Argument im klassisch nicht erreichbaren Gebiet z < 25 


imaginär wird, steigt hier die Lésungsfunktion fiir groBe Werte von 
|z — z, | schließlich exponentiell i ins Unendliche an. Eine endliche Lösung 
erhält man nur, wenn man in diesem Gebiet für die allgemeine Zylinder- 


ls 
funktion die Hankel-Funktion ) einsetzt Dann ist 


die im ganzen Bereich endliche und stetige Lösung durch die beiden 
Formeln 


5) Wegen dieser und der späteren Formeln sei auf die bekann 
nentafeln von Jahnke-Emde verwiesen. Vgl. auch G. N. Watson, ee 
Bessel Functions‘, im besondern Abechnitt 6°4, wo die Lösungen von Glei- 
chungen der Form (14) im Anschluß an die Untersuchungen von G. B. 
über die Lichtintensität in der Nähe einer Kaustik (Trans. Cambr. Phil. Soc. VI, 
379—402, 1838) diskutiert werden. 


nxn 
8) 
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gegeben. Von der Richtigkeit des stetigen Anschlusses im Punkt z = z, 
überzeugt man sich am schnellsten durch Aufsuchen der Reihenent- 
wicklung in der Umgebung von z,; man findet für sie aus beiden Formeln 
(18) den gleichen Ausdruck 


sin (» + 1) 


Aus dieser Entwicklung läßt sich übrigens auch eine für alle z-Werte 
gültige Integraldarstellung gewinnen. Zunächst folgt aus der Theorie 
der I’ -Funktionen 


Ersetzt man hier den letzten Fakultäts-Ausdruck links durch das Euler- 
sche Integral zweiter Art 
v—2 


3 o 0 


(19) 


und führt für den sin im Zähler von (19) die Exponentialfunktionen 
ein, so kann man die Reihe aufsummieren und erhält das Integral 


in in 
3(@—2)8 ix 3(z—z)8 __ 


3 
z=6 fe "ds 


Setzt man hier im ersten Teil des Integranden s = oe °,im. 
Sin 

zweiten = oe ® , so lassen sich die beiden Teilintegrale durch 

entsprechende Verschiebung des Integrationsweges in der komplexen 

Ebene auf das längs der soutien o-Achse zu erstreckende Integral 


20 
do (20) 


zusammenziehen. Diese Integraldarstellung wird sich später noch auf 
einem anderen, wesentlich kürzeren Weg ergeben. 

Zuvor sei jedoch die Lösung (13) mit (18) etwas genauer betrachtet! 
Ihre physikalische Bedeutung ist klar: sie stellt einen Zustand konstanter 
Energie E dar, bei dem die Wellenfunktion im klassisch erlaubten Gebiet 
mit langsam veränderlicher Amplitude und Wellenlänge oszilliert, wäh- 
rend sie im klassisch verbotenen Gebiet allmählich, und zwar auf einer 
Strecke von der Größenordnung der Länge |, auf 0 abfällt. Sie entspricht 
also Teilchen, welche mit der gleichen Energie und dem gleichen Quer- 
impuls Wurfparabeln durchlaufen, deren Scheitel alle auf gleicher Höhe 

= z, liegen. Die Dichteverteilung ist daher zwar zeitlich, nicht aber 
räumlich konstant, im Gegensatz zur Lösung (8). War die dortige Lösung 
als wellenmechanisches Gegenstück einer Gesamtheit von Teilchen- 


3 
e 


x=b 


7 
é 
int 
"4 
H 
& 
PR: 
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bahnen mit gleicher Anfangsgeschwindigkeit, aber beliebigem Anfangs- 
ort bezeichnet worden, so kann die neue Lösung als das Gegenstück der 
Gesamtheit aller Teilchenbahnen mit gleicher Bahnform und gleichem 
2, des Parabelscheitels, jedoch beliebiger Anfangslage innerhalb des 
zugehörigen, klassisch erreichbaren Gebietes angesprochen werden. 
Dieser Unterschied wird sich in den späteren Betrachtungen als wesent- 
lich erweisen. 

Trotz dieser relativ einfachen Bedeutung ist ‚die mathematische 
Form der neuen Lösungsfunktion doch erstaunlich kompliziert. Am 
sinnfälligsten kommt dies darin zum Ausdruck, daß sich in (18) oder (20) 
der naheliegende Grenzübergang zu sehr kleinen Feldstärken keinesfalls 
elementar, wie in (8), ausführen läßt. Denn bei diesem Grenzübergang 
gehen sowohl / wie z, gegen », jedoch verschieden stark, so daß es schon 
eingehender funktionentheoretischer Betrachtungen [Sattelpunktme- 
thode im Integral (20)] bedarf, um den Funktionswert für F— 0 zu 
ermitteln. Führt man diese Rechnung durch, so kommt man schließlich 
für y auf einen Ausdruck der Form 


da ja die Lösung (18) eine stehende Welle ohne Stromtransport in der 
z-Richtung darstellt. 

So verschieden auch die beiden Lösungen (8) und (18) aussehen, so 
läßt sich doch, wie sogleich gezeigt wird, die eine Lösung durch entspre- 
chende Umformung aus der anderen berechnen. Zunächst erhält man 
aus dem Ausdruck (8), der ja eine Lösung von (7) ist, wegen (3) durch 

ie 
Multiplikation mite % eine Lösung der Gleichung (6). Man über- 
zeugt sich leicht durch direktes Nachrechnen, daß der Ausdruck 
renner (21) 
w =z ah 
die Wellengleichung (6) tatsächlich befriedigt. Er ist in seiner physika- 
lischen Bedeutung und Anwendbarkeit natürlich der Lésung (8) völlig 
gleichwertig, stellt also auch eine Welle dar mit der aus (9)-errechenbaren 
Geschwindigkeit (10). Für die Energie erhält man jedoch aus (11) den 
Wert 
1 22 
7 


so daß also hier zu dem Ausdruck (12) für die kinetische Energie noch 
der Betrag — & (¥ r) der potentiellen Energie hinzutritt. 

Um nun aus (21) die Lösung (13) mit (18) zu gewinnen, muß man, 
da es sich bei letzterer um eine zeitlich rein harmonische Funktion han- 
delt, den Ausdruck (21) fouriermäßig nach der Zeit zerlegen. Wählt man 
wieder wie oben die Richtung von € ¥ zur positiven z-Achse und setzt 
(21) entsprechend (13) in der Form 
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+@ @,2 + pyy—ED 
y= * x dE 
an, so findet man durch Anwendung des Fourier-Theorems für yg (z) 
unter Benutzung der Abkürzung (17) den Kae in 


t 
a +2 + 
ye =5 J lo, + 2) + Pz — Th ae. 


Führt man hier noch die Transformation 
3 


6uh 
P= 


aus mit o als neuer Veränderlichen, so erhält man 
3 


2 ah fe do, 


also bis auf einen konstanten Faktor genau die Integraldarstellung (20). 

Damit ist die an sich selbstverständliche Zurückführbarkeit der 
beiden Lösungssysteme nochmals direkt nachgewiesen und die grund- 
sätzliche Aquivalenz der beiden Felddarstellungen (4) und (5) im Fall 
der Bewegung eines Teilchens im homogenen #-Feld gezeigt. Doch hat 
sich auch in den vorstehenden Ausführungen ergeben, daß diese beiden 
Darstellungen zunächst auf wesentlich verschiedene Grundtypen von 
Lösungen führen; und diese Verschiedenartigkeit kann sich bei ande- 
ren Problemen als dem hier betrachteten wesentlich auswirken. 

Um dies zu zeigen, wollen wir nun den Fall untersuchen, daß neben 
dem homogenen #%-Feld noch andere Kraftwirkungen auftreten. Da man 
dann die Wellengleichung im allgemeinen nicht mehr streng lösen kann, 
muß man entweder das elektrische Feld oder die andern Kräfte als 
Störglieder ansehen und ihre Wirkung durch ein Näherungsverfahren 
ermitteln. 

Ist beispielsweise nach der Störung der Eigenwerte eines Systems 
durch ein schwaches elektrisches Feld (Stark-Effekt) gefragt, so wird 
man dieses Feld natürlich durch ein skalares Potential nach (4) beschrei- 
‘ben, da (5) nicht zu zeitlich rein harmonischen Lösungen und damit 
auch nicht zu scharfen Energiewerten führen kann. Allerdings bedeutet 
die Anwendung von (4) insofern einen Schönheitsfehler, als das Glied 
€ (#r) zwar in atomaren Bereichen (bei geeigneter Wahl des Koordi- 
natenursprungs) als klein angesehen werden kann, keinesfalls aber im 
ganzen unendlichen Integrationsbereich. Letzteres wirkt sich vor allem 
in der Theorie der metallischen Elektrizitätsleitung besonders unange- 
nehm aus, wo es stets eines besonderen’ Kunstgriffs bedarf, um die be- 
schleunigende Wirkung eines elektrischen Feldes auf die Leitungs- 
elektronen zu ermitteln, deren Wellenfunktionen sich ja über den ganzen 
Kristallbereich erstrecken. 

Diese Schwierigkeit läßt sich vermeiden, wenn man mit dem Feld- 
ansatz (5) rechnet. Doch ist es dann angezeigt, die Wirkung des elektri- 


x 
. 
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schen Feldes streng und die der übrigen Kräfte (Wechselwirkung mit 
dem Gitter), wie es ja schon bisher meist geschehen ist, näherungsweise 
zu berücksichtigen. Man könnte zwar auch daran denken, das Feldglied 
in der Wellengleichung als Störung zu behandeln und das zeitliche An- 
wachsen der Anregungsstärke verschiedener Endzustände bei vorge- 
gebenem Anfangszustand mit dem gewöhnlichen zeitabhängigen Nähe- 
rungsverfahren zu ermitteln, was besonders im Bereich des kontinuier- 
lichen Energiespektrums durchführbar ist. Doch tritt hier eine andere 
Schwierigkeit dadurch auf, daß das im Störglied enthaltene Vektor- 
potential 9 bei einem von Null verschiedenen %-Feld zwar im ganzen 
Raum gleich groß ist, aber mit der Zeit dauernd anwächst, so daß das 
Störglied schließlich nicht mehr als klein angesehen werden kann. 

Wir wollen daher gleich zu dem Fall übergehen, daß der Einfluß der 
übrigen Kräfte klein ist und nur das elektrische Feld streng berücksich- 
tigt wird. Dabei soll in erster Linie an den erwähnten Fall der Wirkung 
eines Feldes auf die fast freien Metallelektronen gedacht werden. Bei 
diesem Problem scheiden die Lösungen (18) der ungestörten Wellen- 
gleichung (6) wegen ihres komplizierten Baues und der dadurch bedingten 
mathematischen Schwierigkeiten bei der Berechnung der Matrixelemente 
wohl von vorneherein aus. Wir wollen daher entweder mit den nicht- 
stationären Lösungen (21) der ungestörten Wellengleichung (6) oder, 
was auf das gleiche hinausläuft, mit den Lösungen (8) der ungestörten 
Gleichung (7) rechnen. 

Gegeben sei also in letzterem Falle die Wellengleichung 


1 [h 2 oy 


in der V eine kleine Potentialstörung bedeutet. Zu ihrer Lösung machen 
wir unter Benutzung der ungestörten Funktion (8) den Ansatz 


y=/Sa(p,t)e" dp, (24) 


welcher durch die Zeitabhängigkeit der a (p,t) die Übergänge zwischen 
Zuständen mit verschiedenen Impulsen p zu beschreiben gestattet. Führt 
man ihn in die Gleichung (23) ein und löst diese mittels des Fouriertheo- 


rems nach auf, so erhält man nach kurzer Rechnung 


ot 
hoalp,t) 
(25) 
1 
ace EY } 


Zu ihrer Lésung miissen die Anfangsbedingungen bekannt sein. Wie bei 
allen zeitabhängigen Störungsverfahren soll auch hier angenommen 
werdem, daß zur Zeit t = 0 nur eine ebene Welle mit einem bestimmten 
b> vorhanden ist, also 
a(p,0) = (p— (26) 
27° 
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Dann bedeutet ja (p, ¢) pP die Wahrscheinlichkeit, im Zeitpunkt ¢ eine 
Welle anzutreffen, welche zu einem Anfangszustand mit dem Impuls p 
gehört. 

Bevor wir die zugehörigen Reunnungen ausführen, wollen wir uns 
die Verhältnisse am entsprechenden Problem der Punktmechanik klar- 
machen. Wir denken dabei wieder an ein Metallelektron, welches auf 
seiner Bahn durch das Gitter von Zeit zu Zeit einen Zusammenstoß mit 
einem Gitterion erleidet und dadurch aus einer Bahn mit dem Anfangs- 
impuls p, in eine andere Bahn mit dem Anfangsimpuls p geworfen wird. 
Nun muß bei einem solchen Stoßprozeß der Energiesatz gelten. Sehen 
wir von der Möglichkeit einer Energieübertragung an das Gitter ab, so 
müssen im Zeitpunkt ¢ des Stoßes die kinetischen Energien des Teil- 
chens vor und nach dem Stoß gleich sein; also muß nach (12) gelten: 


1 1 


Es hängt somit entscheidend von den Größen p, und p ab, ob es inner- 
halb eines bestimmten zeitlichen Beobachtungsintervalls einen Zeit- 
punkt ¢ gibt, für den der Energiesatz nach (27) erfüllbar ist. Führt man 
zur Abkürzung 


ein, wobei a die Differenz der kinetischen Energien und ß die Differenz 
der Feldleistungen für ¢ = 0 bedeuten, so ist dieser Zeitpunkt der Gültig- 
keit von (27) durch 

a 

I=—— 29 

3 (29) 
gegeben. Haben a und ß das gleiche Vorzeichen, so gibt es kein t>U, 
für das sich der Energiesatz erfüllen läßt, während man im Fall ver- 
schiedener Vorzeichen zu einer unter Umständen brauchbaren Lösung 
gelangt. Man kann sich die Verhältnisse leicht anschaulich klarmachen, 
wenn man die kinetischen Energien der einzelnen Zustände gegen die 
Zeit aufträgt und die Schnittpunkte der so entstehenden Parabeln 
aufsucht. 

Ein Sonderfall verdient besondere Beachtung. Der Ausdruck (29) 
wird unbestimmt, wenn p, und p gerade so gewählt sind, daß a=ß=0, 
wenn also 

Po? =, (30) 
Dann ist offenbar (27) für alle Zeiten erfüllt und ein Übergang von dem 
einen zum andern Zustand jederzeit möglich. 

Nun ist es klar, daß bei der gewählten Anfangsbedingung (26) nach 
einer bestimmten Zeit vorzugsweise solche Zustände anzutreffen sein 
werden, für welche (30) gilt. Daneben werden aber auch solche Zustände 
vorkommen, welche während der Beobachtungszeit aus dem Anfangs- 
zustand energetisch entstehen können. Bahnen, für welche der durch (29) 
gegebene Zeitpunkt ¢ nicht innerhalb der Beobachtungszeit liegt, werden 
in der Streustrahlung nicht in merklicher Anzahl auftreten. Allerdings 


4 
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gilt dies nur dann, wenn die Übergangswahrscheinlichkeiten so klein 
sind, daß während der Beobachtungszeit Mehrfachprozesse nur in relativ 
geringer Anzahl neben den Einfachprozessen vorkommen können. 

Wir wollen nun zur wellenmechanischen Rechnung zurückkehren 
und nachsehen, ob die obigen Aussagen der Punktmechanik auch in der 
Wellenmechanik einigermaßen Gültigkeit besitzen. Mit der Anfangs- 
bedingung (26) erhält man unter Vernachlässigung der Mehrfachpro- 
zesse durch zeitliche Integration von (25) den Ausdruck 


- Be — pr 


o 
Dabei wurde zur Abkürzung 


gesetzt und dieses Matrixelement als zeitlich konstant angenommen, 
d. h. es wurde von der Möglichkeit eines Energieaustausches zwischen 
Elektronen und Gitter abgesehen?). 


Zur Auswertung und Diskussion der Formel (31) müssen wir uns 
etwas eingehender mit dem in ihr auftretenden Zeitintegral beschäftigen, 
welches bei Verwendung der Abkürzungen (28) die Form 


t 
i 18 
dr (33) 


besitzt. Nach einem unmittelbar einleuchtenden Satz der Mathematik 
ist sein Betrag stets kleiner oder bestenfalls gleich dem Wert, den man 
erhält, wenn man den Integranden durch seinen Betrag ersetzt, also 
gleich t. Erreicht wird dieser Wert offenbar nur im Sonderfall a = ß = 0, 
also gerade in dem durch (30) gegebenen Fall, daß bei der klassischen 
Stoßbetrachtung der Energiesatz für jeden Zeitpunkt erfüllt ist. 

Wie groß ist aber nun das Integral in den übrigen Faller? Zur Be- 
antwortung dieser Frage betrachten wir das aus der Theorie der Fres- 
nelschen Beugungserscheinungen bekannte Integral 


6) Zu diesem Matrixelement noch eine kurze Bemerkung: Es wurde früher auf 
das merkwürdige Ergebnis hingewiesen, daß die Lösung (8) eine Welle mit räumlich 
und zeitlich konstanter Wellenlänge darstellt, während man doch eine zeitliche 
Änderung von A entsprechend der durch (10) gegebenen Geschwindigkeitsänderung 
vermuten würde. Man könnte nun daran denken, dieses Ergebnis durch einen 
Beugungsversuch im elektrischen Feld zu überprüfen. Doch zeigt bereits die allge- 
mein gültige Beziehung (25) und jetzt wieder die Gleichung (31), daß es bei solchen 
Beugungsversuchen nicht auf den Betrag der Wellenlänge ankommt, sondern nur 
auf die Differenz p,—p zweier Impulsvektoren.:Und diese Differenz ist nun nach 
(10) genau gleich der Differenz u (1, — v), so daß es im vorliegenden Fall für ele- 
mentare Beugungsbetrachtungen gleichgültig ist, ob man die Wellenlänge aus dem 
(konstanten) Anfangsimpuls oder aus der zeitlich veränderlichen Geschwindigkeit 
ermittelt. 

Auch hier erweist sich also zwar nicht die Wellenlänge selbst, wohl aber die 
zu ihrer Messung verwendbare Beug inung als unabhängig von der Eichung 
der Potentiale im Sinne der Formeln ( (1) u. (2). 


| 


414 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


E(u) —C(u)—i8 (x) = fe (34) 


Es ist in u schiefsymmetrisch, wird für kleines Argument (u <1) in 
erster Näherung gleich « und konvergiert für «> 1 mit zunehmen- 
dem u gegen den Grenzwert 


1—i 


(35) 


Trägt man S (u) gegen C (u) auf, so erhält man die bekannte Cornusche 
Spirale mit den Konvergenzpunkten bei (1/2, 1/2) und (—1/2, — 1/2). 
Auf diese Funktion E (u) bezw. auf ihren komplex konjugierten 
Wert E* (u) läßt sich nun das Integral (33) zurückführen. Je nach dem 

Wert von ß ergeben sich folgende Formeln: 
(36a) 


o( 


(3Öe) 
I = =0. 


(36b) 


Der letzte Ausdruck ist aus der gewöhnlichen Störungsrechnung (ohne 
elektrisches Feld) bekannt und braucht daher hier nicht weiter betrachtet 
zu werden. Den Verlauf von / für 8 + 0 kann man aus der Gestalt der 
Cornu-Spirale entnehmen: Ist das Argument der zweiten E-Funktion, 


nämlich u, = yas positiv und groß gegen 1, so liegen beide 


E-Funktionen in der Nähe des rechten Konvergenzpunktes der Spirale 
und heben sich daher bis auf kleine zeitliche Schwankungsglieder weg. 
Liegt u, etwa zwischen +1 und —1, so steigt J zunächst angenähert 
linear mit der Zeit an, um sich dann allmählich unter abklingenden 
Schwankungen einem konstanten Grenzwert zu nähern. Ist endlich «, 
stark negativ, so bleibt / zunächst klein, steigt dann während der durch 


gegebenen Zeitspanne mit der Zeit an und nähert sich schließlich eben- 
falls einem festen Grenzwert. Der Betrag dieses Grenzwertes und damit 
auch die gesuchte Anregungswahrscheinlichkeit /a (p, ©)/? ist um so 
größer, je vollständiger das Zeitintervall (37) innerhalb der Beobach- 
tungszeit (= Integrationsbereich in (31)) liegt. 


E(«)= || 
| 
| 
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Dieses Ergebnis der wellenmechanischen Betrachtungen weicht in 
bemerkenswerter Weise von den entsprechenden Folgerungen aus der 
Punktmechanik ab. Dort kam es nur darauf an, daß der Zeitpunkt, für 
den die Energien des primären und sekundären Zustandes gerade gleich 
sind, innerhalb der Beobachtungszeit liegt. Zwar geht dieser Zeitpunkt 
— «/B als Mittelpunkt des Zeitintervalls (37) auch in die wellenmecha- 
nischen Betrachtungen ein, doch kommt es hier nicht so sehr darauf 
an, daß gerade er zwischen 0 und ? — gemeint ist das ¢ der Formel (31) 
— liegt, sondern daß dies für einen möglichst großen Teil des Intervalls 
(37) der Fall ist. 


Daß die Intervallbreite 2/28 mit abnehmendem /ß/ anwächst, 


entspricht durchaus dem Verhalten, das bei Resonanzübergängen zwi- 
schen zwei Schwingungszuständen mit zeitlich veränderlichen Frequenzen 
zu erwarten ist. Je langsamer sich nämlich diese Frequenzen ändern, 
je kleiner also die Feldstärke und damit // ist, um so länger ist die Zeit, 
während der die beiden Freauenzen so wenig voneinander abweichen, 
daß ein Übergang zwischen ihnen möglich ist. Für die Größe der bei 
diesen Übergängen gerade noch tragbaren Energiedifferenz findet man 
übrigens aus den Intervallgrenzen (37) in Verbindung mit der Energie- 


formel (22) den Wert AK ~|\ 2k /ß/. Multipliziert man ihn mit der 


Intervallbreite At ~ 2 es so kommt man auf die Unbestimmt- 


heitsrelation A F At~h. 


Da die fiir den Ubergang zur Verfiigung stehende Zeit mit abneh. 
mender Feldstärke anwächst, ist zu vermuten, daß dies auch für die 
Anregungsstärke des Endzustandes gilt. In der Tat erhält man für 
I im günstigsten Fall (— u, > 1) nach (36b) den Wert 


i 
+ i) (38) 


und damit fiir die Anregungsstärke nach (31) 


Doch steigt sie mit abnehmendem | | nicht unbegrenzt an, sondern geht 
in der Grenze # > 0 nach (36c) in den Ausdruck 
4 
2h)! 


ja (p, x )/? iV (Bo p)/?§ (40) 


der gewöhnlichen Störungsrechnung über, welcher ein mit der Zeit 
immer steiler und höher werdendes Maximum für a = 0 besitzt. In dieser 
Hinsicht stimmt das wellenmechanische Ergebnis völlig mit dem der 
Punktmechanik überein, nach welchem zwei Zustände mit gleichen 
Anfangsenergien und gleichen Komponenten des Anfangsimpulses in der 
Feldrichtung (a = 8 = 0) jederzeit ineinander übergehen können, so 


4 “ag 
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daß diese Zustände in der Sekundärstrahlung immer stärker anwachsen 
müssen. 

Überblickt man nun zum Schluß noch einmal die vorstehenden 
Ausführungen und fragt nach den hauptsächlichsten Vor- und Nach- 
teilen, welche die Darstellung des elektrischen Feldes durch ein Vektor- 
potential gegenüber der gewöhnlichen durch ein skalares Potential mit 
sich gebracht hat, so kann man vor allem auf zwei Punkte hinweisen: 
Erstens läßt sich beim Rechnen mit dem Vektorpotential die Wellen- 
gleichung (7) nach der Separationsmethode elementar lösen und führt 
auf wesentlich einfachere Funktionen als die entsprechende Schrödinger- 
Gleichung (6). Und zweitens treten dann bei einem Störungsverfahren 
besonders einfach gebaute Matrixelemente (32) auf. Dafür wird allerdings 
der zeitliche Ablauf der durch die Störungsrechnung beschriebenen Pro- 
zesse wesentlich verwickelter als beim Rechnen mit dem Ansatz (4): 
doch konnte im vorliegenden Fall die Zeitabhängigkeit der Anregungs- 
wahrscheinlichkeiten dennoch rechnerisch ermittelt werden, wobei sich 
einige neue, nicht uninteressante Zusammenhänge ergaben. 

Anhangweise wollen wir uns noch kurz überlegen, ob diese Folge- 
rungen aus der Vertauschung von (4) mit (5) auch bestehen bleiben, 
wenn man von der unrelativistischen zur relativistischen Mechanik über- 
geht. Nun ist die Dirac-Gleichung im Gegensatz zur Schrödinger- 
Gleichung symmetrisch in den Raum- und Zeitkoordinaten. Daher führt 
sie bei der Untersuchung der Bewegung eines geladenen Teilchens in 
einem homogenen elektrischen Feld, dargestellt durch den Ansatz (5), 
zu den gleichen funktionellen Zusammenhängen wie mit dem Ansatz (4), 
nur daß im einen Fall die t- und im anderen die z-Koordinate ausgezeich- 
net ist: eine prinzipielle Vereinfachung der Lösungen tritt also nicht 
ein.’) Daher führt zwar ein Störungsverfahren, das wie oben mit den 
aus dem “Ansatz (5) gefundenen Lösungen durchgeführt wird, auch hier 
auf die gleichen einfachen Matrixelemente. Doch wird die Zeitabhängig- 
keit der Übergangswahrscheinlichkeiten hier so kompliziert, daß man 
wohl nicht hoffen darf, aus ihr konkrete Ergebnisse gewinnen zu können. 
Also bringt die Darstellung des elektrischen Feldes durch ein Vektor- 
potential für das Rechnen mit der Diracgleichung wohl keine Vorteile 
mit sich. 


7) Es handelt sich um entartete hypergeometrische Funktionen in der ausge- 
zeichneten Veränderlichen und rein harmonische Ausdrücke in den drei übrigen 
Koordinaten (vgl. F. Sauter. ZS. Phys. 69. 3. 742, 1931). Essind dies im Prinzip die 
gleichen Funktionen, die auch bei der relativistischen Behandlung von Elektronen 
im homogenen Magnetfeld auftreten, nur mit geänderten Realitätsverhältnissen. 
Während im elektrischen Fall dig Wellenfunktionen für große Koordinatenwerte 
oszillatorischen Charakter besitzen, fallen sie beim Magnetfeld nach außen schließ- 
lich momentan ab und führen daher in diesem Fall zu einem «diskreten Eigenwert- 
spektrum. 


Institut für theoretische Physik der Technischen Hochschule München. 


(Eingegangen 28. August 1943.) 
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Zur Thermodynamik der Gasströmung!) 
Von E. Madelung. 


Bei dem allgemeinen Problem der Strömung eines Gases greifen die 
Gesetze der Hydrodynamik, der Thermodynamik und der Wärmeleitung 
in einander. Erstere bestimmt die Strömungsform, doch setzt sie den 
Zusammenhang von Dichte o und Druck 7 als bekannt voraus, d.h. sie 
fordert die Kenntnis der Temperatur. Hier muß die Thermodynamik 
einspringen. Jedem Gasquantum wird durch die auf es wirkenden 
Kräfte Energie zugeführt, die teilweise in Wärme umgesetzt seine Tem- 
peratur ändert. Diese Wärme wird teils mit der Strömung weitergetra- 
gen, teils durch Leitung zerstreut. Alle diese Vorgänge ergeben zusammen 
ein kompliziertes Gefüge von Gleichungen und viele mögliche Frage- 
stellungen. 

Wir wollen im Folgenden von der Wärmeleitung absehen und auch 
Fernkräfte (Gravitation) ausschließen. Ferner wollen wir nur stationäre 


Strömung betrachten. sodaß für eine beliebige skalare Größe g: + = @ 
a C 
und ı = (vd grad 9) gilt. sowie wegen: en = — div (ov) = 0 
auch: div (ov gy) = (v grad gy) 


Unsere Fragestellung lautet dann: Wie ändert sich die Temperatur 
eines kleinen Gasquantums der Masse pv (Volumen -) bei seiner Be- 

wegung? 

Die Krafte im Innern einer Fliissigkeit oder eines Gases mit innerer 
Reibung 7 lassen sich bekanntlich aus einem symmetrischen Spannungs- 
tensor ® ableiten. Er führt zu der Kraft: 8 = E div ® auf ein Gasquan- 


tum j., die in dt den Zuwachs der kinetischen Energie: 
dT? (1) 


ergibt. Andererseits ist die Kraftdichte auf eine Oberfläche: p = $n 
und die Arbeitsleistung auf 4 ergibt sich durch Integration über dessen 
Oberfläche: 


fdf dt = [drdiv 
div (Bo) dt- (2) 


I) Herrn Geheimrat Prof. Dr. A. Sommerfeld zum 75. Geburtstag ge- 
widmet. 
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Die Arbeit wird also nur teilweise in kinetische Energie übergeführt. Ein 
Teil wird zu reversibler Kompressionsarbeit, d. h. potentieller Energie: 


(3) 


Der Rest: dQ =dA—dT—dW 
tritt als irreversible Reibungswarme auf: 
dQ = (div Bo) —(v div B) + p div vide. (4) 


Setzen wir jetzt für ® den bekannten Ausdruck (in Vektorform dar- 
gestellt): 
Ba=—ap +7] 2 (a grad) » —Sadiv v+ 
(a beliebig') ein, so wird mit einfachen Umformungen: 


div 8 = — grad p+ 7 (40 + + grad div v) (Navier-Stokes) 
(Pv) = —vp + (grad div » —[v rot v]). 


Das ergibt weiterhin: 


nfaiv (grad vv — 2 » div » — 2 [v rot v]) + 
+= (div v)? + (rot 
- ot — 2(v A 0) — (rot (div (4’) 


Diese interessante Formel habe ich in der Litteratur bisher nicht 
finden kénnen. Man kann sie leicht verifizieren. dQ ist immer positiv, 
wie man sieht, wenn man es in Komponenten ausrechnet. Es verschwin- 
det fiir starre Drehung und homogene Dilatation. Es gibt bei reiner 
Scherung den richtigen leicht beréchenbaren Wert. Die Formel läßt 
sich auch auf anderem Wege ableiten. 


dW kann man auch auf die Form bringen: - 


, p , 
aw—a(u (3’) 
Ferner gestattet d7' die Umformung: 
2 
v)— 


+ (v grad div »f dt 


= 
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<2 —+n { aiv ($»aiv + rot v}) — 


(div v)? — (rot (1’) 
sodaß man auch erhält: 
naiv( grad — 


div» — [v rot ol)ar. 
Die Thermodynamik fordert: 
dQ=u 7 — T dp) 
0 


© 
OT 


Damit erhalten wir fiir die Temperaturänderung d T die Beziehung: 


wo: a = - ak den Ausdehnungskoeffizient bedeutet. 


mit der 


= j= ford yp? — div» — [v rot - (0) 
J 


» 


Man beachte, daB der Faktor von dp fiir ideale Gase, wo a T = rg ist, 


verschwindet. Er ist wesentlich für den Ioule-Thomson-Effekt. 


Beschränken wir uns auf ideale Gase und, wie schon gesagt, statio- 
näre Strömung, so können wir (5) umformen zu: 


div (v 9 c, T) = — div (v 9 v*/2) + div jf (5’) 

» oc, T = m bedeutet die Dichte eines konvektiven Wärmestroms 

vov?/2 = t bedeutet die eines konvektiven Stroms kinetischer 
Energie: 

div (wm + t) = div f (5°) 


Diese Formel besagt: Der konvektive Energiestrom-m + t wird 
durch { zerstreut, d. h. aus der Richtung v gebracht. m + t — { ist 
«uellenfrei und kann als gesamter Energiestrom gelten, wenn wir von 
Wärmeleitung absehen. Der Strom potentieller Energie ist offenbar in 
mw mitenthalten. 

Man ersieht aus (6), daß mit » verschwindet, also im Speziellen 
an jeder die Strömung be nzenden Oberfläche. Bei einer Strömung 
durch ein Rohr oder, eine Öffnung wird also der gesamte Energiestrom 
konstant. Führt er aus einem Bereich praktischer Ruhe, d. h. großem 
Querschnitt, zu einem andern solchen, sodaß an diesen Grenzen t und j 


4 
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verschwinden, so wird zwar auch w hier sehr klein, aber das Integral 
über den Querschnitt: J =: [dfo(v n) bleibt endlich gleich der kon- 
stanten Stromstärke und die mittlere Temperatur wird an beiden Grenzen 
dieselbe, wie das auch die Thermodynamik bekanntlich verlangt. 
Anders liegen die Verhältnisse, wenn wir einzelne Stromfäden be- 
trachten. Hier liefert j eine Querströmung der Energie. Einzelne Fäden 
werden auf Kosten anderer erwärmt. Nehmen wir etwa eine Poiseuille- 


2 

Strömung: » = vp (1 a = in einem Rohr vom Querschnittsradius R. 
2 

Dann wird j rein radial mit dem Betrag: 2 7 a Do" 1-5) nach 


ihnen gerichtet, verschwindend für r=0 und r= R. w + t — jhat 
also eine nach außen gerichtete Komponente, d.h. die Axe wird kälter als 


2 
der Mantel. Oder wir rechnen: divj = — 4 Er Do" 1-2). d.h. 


R 
negativ fürr < = positiv fürr > ye was nach (5) dasselbe bedeutet. 


Natürlich verschwindet der Effekt bei turbulenter Strömung. 


Man kann den hier betrachteten Vorgang noch in anderer Weise 
anschaulich erklären, indem man das Glied dQ von den andern gedank- 
lich isoliert. Das ergibt folgende Darstellung: Zunächst kühlt sich das 
Gas durch adiabatische Expansion ab. Die entstehende Reibungswärme 
kompensiert aber beim idealen Gas im Mittel genau die Abkühlung. 
Im Einzelnen liegt die Sache so, daß die Abkühlung gleichmäßiger 
über den Raum verteilt ist als die Erwärmung, die von den Bereichen 
großen Geschwindigkeitsgefälles ausgeht, d. h. von den wandnahen 
Teilen. Diese Darstellung scheint mir befriedigender als die Redewen- 
dung von der „Ausdehnung ohne äußere Arbeitsleistung‘, die leicht 
zu Mißverständnissen führt, zumal wenn gefragt wird, warum man denn 
die ,,innere‘‘ Arbeit nicht zu beachten brauche. Das expandierende Gas 
muß ja doch das vor ihm befindliche fortdrücken, also Arbeit leisten. 

Wir haben hier einen Fall, wo die rein thermodynamische Methode, 
die nur Bilanzen über ganze Systeme zieher und auf Einzelheiten nicht 
eingehen kann, nicht zum vollen Verständnis führt, wenn sie auch in der 
Sicherheit der Beantwortung der ihr zugänglichen Fragestellungen 
unübertrefflich ist. 


Frankfurt a/M, Institut für theoretische Physik. 


(Eingegangen 2. September 1943.) 
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Über den Detonationsvorgang in Gasen!) 
von W. Döring in Posen. 


(Mit 4 Abbildungen) 


Einleitung 


In der Theorie der Detonation, welche von Chapman?), Jouget?) 
und Becker) entwickelt wurde, werden nur die Zustandsgrößen in den 
Gleichgewichtszuständen vor und hinter der Umsetzungszone betrachtet 
und ihre Verknüpfung auf Grund der allgemeinen Erhaltungssätze. Das 
genügt bereits zur Berechnung der Detonationsgeschwindigkeit. Irgend- 
eine Voraussetzung über den Mechanismus des Reaktionsablaufes und 
die Reaktionsgeschwindigkeit in der Detonationswelle braucht man 
nicht zu machen. Da wir darüber bisher wenig wissen, ist darin eine 
besondere Stärke dieser Theorie zu erblicken. Sie ist deshalb auf jeden 
Sprengstoff anwendbar, wenn nur bekannt ist, daß er überhaupt deto- 
nationsfähig ist. Andererseits liegt darin aber auch ihre Schwäche. Sie 
vermag aus diesem Grunde keinen Aufschluß zu geben über alle Proble- 
me, bei denen der Reaktionsmechanismus der Detonationswelle eine 
wesentliche Rolle spielt. Dazu gehören z. B. die Fragen, ob eine vorge- 
gebene explosible Substanz detonationsfähig ist oder nicht, von welchen 
Faktoren die Detonationsgrenzen explosibler Gasmischungen abhängen 
usw. Dafür ist sicherlich von Bedeutung, in welcher Weise die im Aus- 
gangszustand vorhandene Reaktionshemmung durch die Detonations- 
welle aufgehoben wird. Bei der stationären Verbrennung von Gasen im 
Bunsenbrenner geschieht dies durch Erwärmung des noch unverbrann- 
ten Gases infolge Wärmeleitung und durch Diffusion aktiver Teilchen 
aus der Reaktionszone in das Ausgangsgemisch. Die Berechnung der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit bietet dort eine Möglichkeit, diese Vor- 
stellung an der Erfahrung zu prüfen. In welcher Weise dies bei der De- 
tonation vor sich geht, ist noch ziemlich unklar. Wahrscheinlich ist 
der Mechanismus bei den festen und flüssigen Sprengstoffen ganz 


1) Als mein verehrter Lehrer, Herr Prof. R. Becker, an der Ausgestaltung 
der Theorie der Detonation arbeitete, trug er seine ersten Ergebnisse im Jahre 1916 
erstmalig öffentlich seinem Lehrer, Herrn Prof. Sommerfeld, in dessen Kollo- 
quium vor. Deshalb ist es mir eine besondere Freude, meine erste Abhandlung auf 
diesem Gebiet gleichfalls Herrn Geh. Rat Prof. Dr. Sommerfeld als meinem 
hochverehrten wissenschaftlichen Großvater zu seinem 75. Geburtstag widmen zu 
können. 

2) D. L. Chapman, Phil. Mag. (5) Bd. 47 (1899), S. 90. 

3) E. Jouguet, J. d. Math. Bd. 1, (1905), S. 347; Bd. 2 (1906), S. 5; Méca- 
nique des Explosifs, Paris 1917. 

4) R. Becker, ZS. f. Elektrochem. Bd. 23 (1917), S. 40; ZS. f. Phys. Bd. 8, 
(1922), S. 321. 
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anders als bei detonierenden Gasen, und dementsprechend kann die 
Struktur der Umsetzungszone auch verschieden sein. Die Geschwin- 
digkeit des Ablaufes gibt uns darüber keinerlei Aufschluß, weil sie 
durch dieselben Gleichungen bestimmt wird. 

Im folgenden soll nun einmal der Versuch gemacht werden, die 
Theorie der Detonation auf Grund einer speziellen Modellvorstellung 
von der Struktur der Detonationswelle zu entwickeln. Das hat den 
Nachteil, daß die Ergebnisse nur beschränkte Gültigkeit haben. Das im 
folgenden benutzte Modell kann allenfalls bei detonierenden Gasen mit 
sehr kleiner Reaktionsgeschwindigkeit zutreffen, wenn es überhaupt der 
Fall ist. Dafür liefert uns diese Theorie aber auch einige Aufschlüsse 
in Fragen, die die allgemeine Theorie grundsätzlich nicht beantworten 
kann. Die experimentelle Prüfung dieser Aussagen gibt uns dann eine 
Möglichkeit, die Richtigkeit dieser Modellvorstellung. zu kontrollieren. 
Die meisten Ergebnisse dieser Arbeit sind bisher nur qualitativ. Es 
besteht aber durchaus die Möglichkeit, bei weiterer Durchführung der 
Rechnungen auch zu quantitativ prüfbaren Ergebnissen zu gelangen. 
Dazu fehlte bisher die Zeit. Außerdem sind viele der folgenden Resultate 
von solcher Art, daß man ihre Gültigkeit auch in solchen Fällen anneh- 
men muß, wo die hier benutzte Modellvorstellung nicht mehr völlig 
zutreffen kann. Denn ‚natura non fecit saltus‘, eine Folgerung, welche 
nahe an der Detonationsgrenze bei sehr geringer Reaktionsgeschwindig- 
keit richtig ist, muß qualitativ richtig bleiben, wenn man durch stetige 
Veränderung der Zusammensetzung zu rascher reagierenden Gasen 
übergeht. 


Das Modell 


Im folgenden soll eine Detonationswelle in einem Gase aufgefaßt 
werden als eine Stoßwelle, welche durch ihre starke Erwärmung die 
Reaktionshemmung aufhebt, so daß hinter ihr die chemische U; 
ungehemmt ablaufen kann. Diese Vorstellung ist nicht neu. Bei Bolles 
kommt sie ganz klar zum Ausdruck. Schon vorher benutzte sie Wend- 
landt?) bei seinen Betrachtungen über die Detonationsgrenzen. Eine 
sehr ähnliche Auffassung von der Detonationswelle wurde neuerdings 
auch von Busemann diskutiert. Den Betrachtungen von Jost?) scheint 
sie ebenfalls zu Grunde zu liegen, nur sagt Jost statt Stoßwelle meist 
Wellenfront, ohne daß klar ersichtlich ist, ob bei ihm mit dem anderen 
Wort auch ein anderer Gedankeninhalt verbunden ist. In der Arbeit von 
Becker*) wird die anscheinend von Le Chatelier®) stammende Hypo- 
these diskutiert, daß in der Detonationswelle das Gas durch adiabatische 
Erwärmung auf die Entflammungstemperatur erhitzt wird. In dieser 
Form kann das nach Becker nicht zutreffen; denn der dazu erforderliche 


1) E. Bolle, Hdb. d. phys. u. techn. Mech. (Auerbach & Hort) Bd. VI, 
Leipzig 1927. 
}2) R. Wendlandt, ZS. f. phys. Chemie Bd. 116 (1925) 8. 227. 
3).W. Jost, ZS. f. phys. Chemie (B) Bd. 42 (1939), S. 136. 
4) R. Becker, ZS. f. Physik Bd. 8 (1922) S. 321. 
5) Mallard u. Le Chatelier, Ann.d. Mines VIII, 4 (1883) S. 287. 
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Druck ist um etwa eine Größenordnung höher als der aus der allgemeinen 
Theorie zu berechnende Druck p, in den Schwaden hinter einer normalen 
Detonationswelle. Durch eine Stoßwelle wird jedoch ein Gas erheblich 
stärker erwärmt als durch adiabatische Kompression auf den gleichen 
Druck. Außerdem ist, wie wir sehen werden, der Druck p, hinter der die 
Reaktion einleitenden Stoßwelle höher als der Druck p, in den Schwaden. 
In der Umsetzungszone fällt der Druck wieder ab (vergl. Abb. 1). Wend- 
landt zeigt an einigen Beispielen, daß eine Stoßwelle von der Geschwin- 
(digkeit der Detonationswelle stets eine solche Temperatur und solchen 
Druck erzeugt, wie zur Herbeiführung lebhafter chemischer Umsetzung 
nötig ist. Nach seinen Untersuchungen an Wasserstoff- Luft- und Kohlen- 


Abb. 1. Eine stationäre ebene Detonationswelle und der Druckverlauf in ihr (sche- 
matisch) 


my 


oxyd-Sauerstoff- Gemischen liegt die Grenze der Detonationsfähigkeit 
bei abnehmender H,- bzw. CO-Konzentration immer gerade da, wo eine 
Stoßwelle von der gleichen Geschwindigkeit wie die Detonationswelle 
gerade noch die Entflammungstemperatur hinter sich erzeygt. 

Die Ausdrucksweise, daß eine Detonationswelle eine mit einer che- 
mischen Umsetzung gekoppelte Stoßwelle sei, findet sich vielfach. Wie 
Jost ausführlich darlegt, ist es jedoch nicht vorstellbar, daß die Reaktion 
vollständig in einer so schmalen Zone erfolgt wie der Druckanstieg bei 
einer Stoßwelle. Selbst bei den schnellsten Reaktionen kann sie erst ein 
merkliches Stück hinter der Stoßwelle beendet sein. Wenn das nicht der 
Fall wäre, könnte man natürlich nicht mehr, wie es hier geschieht, die 
Stoßwelle, welche die Reaktion einleitet, und die nachfolgende Reak- 
tionszone begrifflich unterscheiden. Bei genügend langsam reagierenden 
Gasen, die wir weiterhin allein betrachten wollen, ist die Umsetzungszone 
sehr breit gegen die Druckanstiegszone der Stoßwelle an ihrem Anfang. 
Dann stellt sich hinter der Stoßwelle nahezu wieder Gleichgewicht im 
Sinne der kinetischen Gastheorie ein, bevor die Reaktion ein merkliches 
Stück fortgeschritten ist. Während nach den Ausführungen von Becker 
der Verlauf des Druckanstieges in intensiven Stoßwellen wegen seiner 
großen Steilheit nicht mehr nach den Gesetzen der Kontinuumsphysik 
berechnet werden kann, ist deren Anwendung in der anschließenden 
Umsetzungszone alsdann wieder statthaft. Bei sehr geringer Reaktions- 
geschwindigkeit werden sich sogar die Zustandsgrößen dort so langsam 
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mit dem Ort ändern, daß auch Wärmeleitung und innere Reibung von 
unwesentlichem Einfluß sind. 


Im folgenden soll dahet angenommen werden, daß zwar die Stoß- 
welle am Anfang der Detonationswelle noch angenähert als eine Unste- 
tigkeit angesehen werden kann, an der die Zustandsgrößen in der durch 
die Erhaltungssätze regulierten Weise springen, daß jedoch in der 
anschließenden Umsetzungszone das Gas als Kontinuum unter Ver- 
nachlässigung von Reibung und Wärmeleitung behandelt werden darf 
Nachdem die Stoßwelle die erforderliche Zündtemperatur erzeugt hat, 
soll nachher die Reaktion in jedem Gaselement genau so wie bei einer 
homogenen Gasreaktion ablaufen. Sie ist an verschiedenen Stellen nur 
deshalb verschieden weit fortgeschritten, weil die Zündung verschie- 
‘dener Elemente des Gases durch die Stoßwelle zu verschiedenen Zeiten 


erfolgte. 
Die stationäre ebene Detonationswelle 


Wir denken uns das detonationsfähige Gasgemisch in ein langes, 
starres Rohr von konstantem Querschnitt eingeschlossen. Das Gas sei 
anfänglich in Ruhe und habe den Druck p,, das spezifische Volumen V, 
und die Temperatur 7',. Zunächst setzen wir voraus, daß die Detonations- 
welle stationär und eben sei, d. h. für einen mit einer passenden Ge- 
schwindigkeit D mitbewegten Beobachter sollen alle Zustandsgrößen am 
festgehaltenen Ort zeitlich konstant sein und nur von der einen Koordi- 
nate x parallel zur Rohrachse abhängen. Um das zu erreichen, muß 
man das Rohr am Ende mit einem beweglichen Kolben abschließen und 
diesen mit der Schwadengeschwindigkeit W ins Rohr hinein bewegen 
(vergl. Abb. 1). Reibung und Wärmeableitung an die Wand sollen zu 
vernachlässigen sein. Für den mitbewegten Beobachter ergibt sich dann 
folgendes Bild:. Von rechts kommt das Gas mit der Geschwindigkeit 
u, = D angeströmt. Es durchläuft zunächst einen stationären ebenen 
Verdichtungsstoß und erlangt dadurch die Zustandsdaten p,, V,, T, und 
die Strömungsschwindigkeit u,. Diese sind durch die Hugoniot-Gleichung 
für die Stoßwelle eindeutig als Funktionen der Stoßwellengeschwindig- 
keit D gegeben. In der schmalen Druckanstiegszone der Stoßwelle findet 
praktisch keine Reaktion statt. Diese läuft dahinter in einer breiten Um- 
setzungszone ab. Wir legen der Reaktion eine bestimmte chemische 
Gleichung zu Grunde, z.-B. bei Knallgas 


2H, + 0, —+2H,O + mQ. 


m ist die auf jeder Seite der Gleichung stehende Masse, im obigen Bei- 
spiel also 36 g. Q ist die Reaktionswärme pro Masseneinheit des Gemi- 
sches bei konstantem Volumen. Der chemische Zustand werde durch die 
molare Konzentration c des nichtverbrannten Gases gekennzeichnet. 
In obigem Beispiel besteht eine Gasmenge von 36 g mit der Konzentra- 
tion c also aus 2 c Mol H,, c Mol O, und 2 (1—c) Mol H,O. In der statio- 
nären Umsetzungszone sind die Zustandsgrößen p, V, T und u von c 
abhängig. Dieser ‚Zusammenhang ergibt sich unmittelbar aus den Er- 
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haltungssätzen der Masse, des Impulses und der Energie. Ist E (V, T, c) 
die innere Energie pro Masseneinheit, so folgen daraus die Gleichungen 


(1) 


(2) 


(3) 


Zum Beweis denke man sich etwa, daB jn dem Moment, wo die Konzen- 
tration c erreicht ist, plötzlich eine vollständige Hemmung der Reaktion 
einträte. Wenn in der Umsetzungszone Reibung und Wärmeleitung keine 
Rolle spielen, sind dann von dieser Stelle ab alle Zustandsgrößen kon- 
stant, während sich davor durch die Einführung der Reaktionshemmung 
nichts ändert. Wendet man auf diese stationäre Umsetzung in üblicher 
Weise die Erhaltungssätze an, so ergeben sich die obigen Gleichungen 
(1) bis (3). Wegen u, = D folgt daraus nach einfacher Umformung 


(4) 


(5) 


1 
(6) E—E, == (p+ V). 


Für einen bestimmten festen Wert der Konzentration c wird durch 
Gl. (6) in der p-V-Ebene eine bestimmte Kurve der möglichen Zustands- 
punkte festgelegt. Für c = 1 ist das die Hugoniot-Kurve für eine StoB- 
welle in dem Gasgemisch im Ausgangszustand. Fiir c = 0 ist es die 
Hugoniot-Kurve fiir die Detonation dieses Gases, welche in der bis- 
herigen Theorie der Detonation allein betrachtet wurde. Fiir mittlere 
Werte c liegen die Kurven dazwischen, wie es schematisch in Abb. 2 
dargestellt ist. 

An der Stelle, wo in der Umsetzungszone die Konzentration c 
erreicht wird, müssen also die Zustandsdaten p, V gerade einem Punkte 
der zu dieser Konzentration gehörigen Hugoniot-Kurve entsprechen. 
Außerdem muß aber der Zustandspunkt wegen Gl. (4) auf einer Geraden 
durch den Ausgangspunkt A mit der durch die Geschwindigkeit der 
Welle festgelegten Neigung tg a = D®/V,? liegen. Diese beiden Bedin- 
gungen bestimmen seine Lage. Aus Gl. (5) folgt alsdann die zugehörige 
Strömungsgeschwindigkeit u an dieser Stelle für den mitbewegten Be- 
obachter. Die Zustandsgleichung liefert dazu schließlich die Temperatur. 

Der normalen Detonationsgeschwindigkeit D,, welche sich nach 
Becker bei jeder ebenen Detonationswelle nach einiger Zeit einstellt, 
entspricht in der p-V-Ebene diejenige Gerade, welche die zur vollstän- 
digen Umsetzung, also zu c = 0 gehörige Hugoniot-Kurve gerade be- 
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rührt. Das ist in Abb. 2 die Gerade AJ. Ist die Geschwindigkeit D der 
Detonationswelle größer als die normale Detonationsgeschwindigkeit 
D,, so ergibt sich demnach folgendes Bild: die Stoßwelle, welche die 
Reaktion einleitet, führt den Zustandspunkt von A zum Punkt B, auf 
der Hugoniot-Kurve c = | über. Dann läuft der Zustandspunkt des 
betrachteten Massenelementes nach Maßgabe der Reaktionsgeschwindig- 
keit von B, längs der Geraden B, A herunter bis zum Punkte B,, welcher 
dem Endzustand nach vollendeter Reaktion entspricht. In der Um- 
setzungszone sinkt also der Druck mit fortschreitender Reaktion, 


Abb. 2. Die p-V-Ebene mit einigen Hugoniot-Kurven (schematisch) 


während das spezifische Volumen und, wie wir nachher sehen werden, 
in der Regel auch die Temperatur ansteigt. 

Man sieht nun unmittelbar: Der Punkt C, kann als Endpunkt einer 
stationären Detonationswelle gar nicht erreicht werden, denn dazu müßte 
der Zustandspunkt ja das Stück B,C, der Geraden B, A durchlaufen. 
Dort ist aber die Hugoniot-Gleichung (6) mit positiver Konzentration c 
nicht erfüllbar. Man kann zum Punkt C, nur gelangen, wenn hinter der 
Umsetzungszone, also nach Erreichung des Punktes B,, ein stationärer 
Verdünnungsstoß folgen würde, der von B, nach C, führt. Es könnte 
auch sein, daß innerhalb der Umsetzungszone, etwa bei Erreichung des 
Zustandspunktes B, ein Verdünnungsstoß liegt, welcher alsdann zum 
Zustandspunkt C, führen würde. Dahinter läuft dann unter erneutem 
Druckanstieg die Reaktion zu Ende bis zur Erreichung des Punktes O,. 
Man überzeugt sich leicht, daß zwischen den Zustandsdaten der Punkte 
B, und C, oder der Punkte B, und C, gerade die Beziehungen bestehen, 
die an einem stationären Verdünnungsstoß gelten müßten. Nun ist aber 
ein stationärer Verdünnungsstoß in Gasen unmöglich. Also erhalten wir 
als Ergebnis: Wenn die geschilderte Modellvorstellung für die Deto- 
nation in Gasen zutrifft, kann es keine ebenen stationären Detonations- 
wellen geben, bei denen der Endzustand in den Schwaden einem Punkte 
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des Zweiges @J der für vollständige Umsetzung geltenden Hugoniot- 
Kurve entspricht, weil dazu in der Umsetzungszone oder dahinter ein 
stationärer Verdünnungsstoß vorhanden sein müßte, welcher bekanntlich 
aus mechanischen und thermodynamischen Gründen nicht existieren 
kann. 

Becker konnte nur zeigen, daß eine Detonationswelle, welche diesem 
Zweig der Hugoniot-Kurve unterhalb des Punktes J der normalen Deto- 
nation entspricht, unwahrscheinlich ist. Ausgehend von einer ähnlichen 
Vorstellung von der Struktur der Detonationswelle wie hier gelangte 
Jost zu der Vermutung, daß bei endlicher Reaktionsgeschwindigkeit 
dieser Zweig instabilen Detonationswellen entspricht. Unser Modell führt 
uns weiter, indem es die Unmöglichkeit der Realisierung dieses Zweiges 
zu beweisen gestattet. 

Wenn die Geschwindigkeit D der Stoßwelle kleiner ist als die nor- 
male Detonationsgeschwindigkeit D,, gelangen wir bei unserm Modell 
zu einer neuen Art von Detonationswellen. Alsdann ist die durch Gl. (4) 
festgelegte Gerade flacher als die Gerade A J. Die Stoßwelle führt den 
Zustandspunkt in diesem Falle von A etwa zum Punkt L. Dann läuft 
er in der Umsetzungszone mit fortschreitender Reaktion längs der Ge- 
raden?Z A herunter zu kleineren Werten c. Aber die Konzentration 
c = 0 erreicht er auf dieser Geraden nicht, da sie die zugehörige Hugo- 
niot-Kurve nicht schneidet. Die stationäre Umsetzungszone kann nur 
bis zu einem bestimmten Wert cmin der Konzentration reichen, bei 
welchem die zugehörige Hugoniot-Kurve die Gerade A L berührt, was 
etwa bei M der Fall ist. Beim weiteren Fortschreiten der Reaktion sind 
die Gleichungen (4) und (6) nicht mehr erfüllbar, d. h. dann schließt sich 
ein Gebiet an, wo die Zustandsverteilung nicht mehr stationär oder nicht 
mehr eben bleiben kann. Diese Art von Detonationswellen spielt bei den 
folgenden Überlegungen eine große Rolle. 

Diese Betrachtungen ließen sich nun ergänzen durch quantitative 
Berechnung der Druck-, Dichte- und Temperaturverteilung in der Um- 
setzungszone für verschiedene Werte von D. Da im folgenden davon 
kein Gebrauch gemacht werden wird, soll hier nur das Ergebnis für 
einen besonders einfachen Fall ohne Beweis angegeben werden. In dieser 
Rechnung wurde für das Gasgemisch die ideale Gasgleichung 


RT 
7 


als giiltig vorausgesetzt. Das mittlere Molekulargewicht M wurde als 
unabhängig von der Konzentration c angenommen. Das ist immer erfüllt, 
wenn sich bei der Reaktion die Molzahl nicht ändert, wie es z. B. bei der 
Chlorknallgasdetonation der Fall ist. Ferner wurde angenommen, daß 
die mittlere spezifische Wärme pro Massenseinheit unabhängig von der 
Konzentration c und der Temperatur ist. Setzt man ferner voraus, 
daß D groß ist gegen die Schallgeschwindigkeit a, im Ausgangszustand 
vor der Detonationswelle, so erhält man für die Verteilung von Druck, 
Volumen und Temperatur in Abhängigkeit von c für die normale Deto- 
nationswelle die folgenden Formeln: 


vst 
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9) = |; 
(9) x+1 
x 
(10) T=T. ~~ (1 + be) (x — Ve) 


1)? 

[% = Cpity] . 
Der Verlauf ist in Abb. 3 fiir x = 1,2 graphisch dargestellt. Der Druck 
sinkt also unter diesen Annahmen unabhängig von x in der Umsetzungs- 
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0 02 G+ G6 08 7 
Abb. 3. Der Verlauf des Druckes p, des spezifischen Volumens V und der Tem- 
peratur 7', dividiert durch ihre Werte p,, V, und 7’, dicht hinter der Stoßwelle, 
in der Umsetzungszone in Abhängigkeit von der Konzentration c (für ideales Gas 
mit konstanter spezifischer Wärme und konstantem Molekulargewicht, x = 1,2 


zone gerade auf die Hälfte des Wertes hinter der Stoßwelle. Das spezi- 
fische Volumen, welches in der Stoßwelle auf das or - fache 
des Anfangswertes fällt, steigt in der Umsetzungszone wieder auf das 


= P fache dieses Wertes. Die Temperatur steigt in der Umsetzungs- 
zone mit abnehmender Konzentration c erst stark an, fällt aber schließ- 
lich wieder etwas. Am Schluß beträgt der Wert das en - fache 


(x — 1) 
des Wertes dicht hinter der StoBwelle. 
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Will man die Verteilung dieser Größen in Abhängigkeit vom Ort 
ermitteln, so muß man die Größe der Reaktionsgeschwindigkeit 
= =—F(V,T,c) in Abhängigkeit von Dichte, Temperatur und 
Konzentration kennen. Für den Abstand x zwischen der Stelle mit der 
Konzentration c und der Stoßwelle am Beginn der Umsetzungszone 
ergibt sich dann 


c=le 
an 


Darin sind für V und 7 die obigen Funktionen von c einzusetzen. Da für 
kleine c die Reaktionsgeschwindigkeit, jenach dem Grade der Reaktion, 
proportional c oder c? ist, wird der Wert c = 0 streng genommen erst in 
unendlichem Abstand von der Stoßwelle erreicht. Praktisch ist natürlich 
die Reaktion nach einer gewissen Strecke beendet. Jedoch bewirkt dieses 
starke Anwachsen von x bei kleinem c, daß der Differentialquotient des 


Druckes nach dem Ort op bei c = 0 endlich bleibt, während = dort 


proportional mit ie unendlich wird. 
c 


Die Stabilitat der normalen Detonationswelle 


Nach Becker stellt sich bei einer ebenen Detonationswelle nach län- 
gerer Laufstrecke stets die normale Detonationsgeschwindigkeit D, ein, bei 
der der Endzustand hinter der Umsetzungszone dem Punkt ./ in Abb. 2 
entspricht. Die zu diesem Schluß führenden Überlegungen lassen sich 
leicht auf unser Modell übertragen. Wir bezeichnen weiterhin mit 
W = D—u die Strömungsgeschwindigkeit des Gases für den ruhenden 
Beobachter. In der gleichen Weise wie bei Becker kann man dann fol- 
gendes beweisen: Wenn an einer Stelle im Inneren der ebenen stationären 
Umsetzungszone die Gerade vom Punkt A zu dem zugehörigen Zustands- 
punkt in der p-V-Ebene flacher verläuft als die für konstantes c berech- 
nete Hugoniot-Kurve durch diesen Punkt, so ist die Summe aus der 
Schallgeschwindigkeit a und der Strömungsgeschwindigkeit W größer 
als D. Andernfalls ist a + W kleiner als D. 

Ist also die Geschwindigkeit D der Stoßwelle größer als die normale 
Detonationsgeschwindigkeit D, (entsprechend Gerade AB, B,), so ist 
in der gesamten Umsetzungszone die Fortschreitungsgeschwindigkeit 
a + W des Anfanges einer Verdünnungswelle größer als D. In Wirklich- 
keit entstehen, abweichend von den Voraussetzungen von Abb. 1, hinter 
der Detonationswelle stets Verdünnungswellen, welc}.e hinter der Deto- 
nationgwelle herlaufen. Deren Anfang wird also in diesem Falle die ganze 
Umsetzungszone durchlaufen bis zur Stoßwelle an ihrem Beginn und 
dadurch deren Geschwindigkeit D vermindern. Das geht so lange, bis 
D = D, geworden ist. Dann wird am Ende der Umsetzungszone, bei 

= 0, gerade a + W = D. Die Verdünnungswellen holen dann die Deto- 
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nationswelle nicht mehr ein. Man beachte aber, daß nur am Ende der 
Umsetzungszone a + W = D wird; in ihrem Innern ist auch bei der 
normalen Detonationswelle a + W > D. Das wird nachher von Wich- 
tigkeit sein. 

Die obige Uberlegung ist im wesentlichen mit derjenigen von Becker 
identisch. Unser Modell gestattet uns aber, dariiber hinaus zu zeigen, 
daB sich auch die Detonationsgeschwindigkeit von selbst erhéht, wenn 
sie vorher kleiner als D, war. Wir wollen annehmen, daß die an der 
Rohrwandung entstehenden Verdünnungswellen keine Rolle spielen, 
so daß die Detonationswelle nach wie vor eben ist, d. h. alle Größen 
sollen außer von der Zeit nur von der Koordinate x parallel zum Rohr 
abhängen. Ist D kleiner als Dy (Gerade A M L in Abb. 2), so kann nach 
obigem nicht die ganze Umsetzungszone stationär für den mitbewegten 
Beobachter sein, sondern nur der Teil von der Stoßwelle an bis zur Er- 
reichung des von D abhängigen Wertes cin. Die restliche Umsetzung 
läuft in einem nichtstationären Gebiet ab. Am Ende des stationären 
Teiles ist gerade a + W = D, weil dort im Punkte M die Gerade AM 
die Hugoniot-Kurve zu cin berührt. Die Verdünnungswellen, welche 
hinter dieser Stelle entstehen, können also den davorliegenden Teil der 
Umsetzungszone nicht weiter beeinflussen. Wenn nur der gesamte Vor- 
gang eben ist, können die Verdünnungswellen nur vom Rohranfang her- 
rühren. Im Laufe der Zeit verflachen sich aber solche Wellen mehr und 
mehr. Wenn etwa die Reaktion von der Erreichung der Konzentration 
Cmin an völlig gehemmt wäre, würden deshalb die Druck- und Dichtegra- 
dienten in dem Gebiet hinter dem stationären Teil der Umsetzungszone 
mit der Zeit asymptotisch gegen Null abnehmen. Tatsächlich geht aber 
die Reaktion in diesem Gebiete weiter und erzeugt wegen der damit 
verbundenen Wärmeentwicklung eine Temperatur- und Drucksteige- 
rung. Diese muß schließlich über den Einfluß der Verdünnungswellen 
überwiegen und in dem Gebiet jenseits ci, Verdichtungswellen hervor- 
rufen. Diese versteifen sich allmählich und werden zu Stoßwellen, welche 
schneller als mit Schallgeschwindigkeit fortschreiten. Zum Unterschied 
von Verdünnungswellen können diese also auch über die Stelle, wo 
C=Cmin und a+ W=D ist, hinweglaufen. Da davor überall a+W>D 
ist, gelangen sie bis zum Anfang der Umsetzungszone und beschleunigen 
die dortige Stoßwelle, d. h. D wächst. Man kann diese qualitative Be- 
trachtung zu einem strengen Beweis verschärfen durch Aufstellung der‘ 
Differentialgleichungen, die diesen Vorgang beschreiben. Unter den 
oben genannten einfachen Annahmen konstanten Molekulargewichtes 
und konstanter spezifischer Wärme ist diese Rechnung ohne Schwierig- 
keit durchzuführen. Auf ihre Wiedergabe soll hier verzichtet werden, da 
nichts wesentlich Neues daraus zu ersehen ist. Wir stellen zusammen- 
fassend fest: Solange die gesamte ‚Umsetzungszone eben ist, d. h. wenn 
alle Zustandsgrößen außer von der Zeit nur von einer Ortskoordinate 
x parallel zum Rohr abhängen, muß sich bei jeder Detonation nach 
längerer Zeit die normale Detonationsgeschwindigkeit D, einstellen, wie 
klein auch immer die Reaktionsgeschwindigkeit ist. Ist D zu groß, so 
bewirken die nachlaufenden Verdünnungswellen eine Abnahme. Ist D 
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kleiner als D,, so kann nicht die gesamte Umsetzungszone stationär sein. 
In ihrem nichtstationären Teil. entstehen dann Verdichtungen, welche 
D erhöhen. 


Der Einfluß der Rohrwand 


In einigen Fällen sind einwandfrei stationäre Detonationswellen 
mit einer geringeren Detonationsgeschwindigkeit als der normalen beob- 
achtet worden. Wendlandt!) fand an Wasserstoff-Luft- und an Kohlen- 
oxyd-Sauerstoff-Gemischen, daß mit abnehmender Konzentration des 
Wasserstofts bezw. Kohlenoxyds die Detonationsgeschwindigkeit kurz 
vor Erreichung der Detonationsgrenze plötzlich stark absinkt. Bei der 
Kurve der normalen Detonationsgeschwindigkeit besteht zu solchem 
plötzlichen Abfall kein Grund. Bei etwas geringerer Konzentration ist 
dann keine stationäre Detonationswelle mehr zu erzeugen; dann ist also 
die Grenze der Detonationsfähigkeit überschritten. Kurz vorher ist die 
Detonationswelle noch stationär, aber langsamer als sich aus den Chap- 
man-Beckerschen Gleichungen ergibt. Ferner fanden Lewis und 
Friauf?) an Mischungen von Knallgas mit Wasserstoff und Helium eine 
merklich kleinere Detonationsgeschwindigkeit als die Rechnung ergab, 
eine Abweichung, die außerhalb der Fehlergrenzen der Messung und der 
recht zuverlässigen Rechnung lag. Wendlandt?) deutete die gefundene 
Abweichung damit, daß infolge der fortschreitenden Verdünnung des 
Explosivgases die chemische Reaktion immer langsamer verläuft und 
schließlich so langsam wird, ‚daß in der Wellenzone der Umsatz nicht mehr 
vollständig ist.‘ Er betont, daß dieChapman-Beckerschen Gleichun- 
gen für die normale Detonationsgeschwindigkeit gültig bleiben müssen, = 
nur sei nicht die volle Wärmetönung für vollständigen Umsatz einzu- E 
setzen. Eine im wesentlichen gleiche Deutung gibt Jost?) für die Abwei- E 
chung bei den Ergebnissen von Lewis und Friauf. Wendlandt führt 
nicht näher aus, wie er die ,,Wellenzone“ genau definiert. Wenn darunter 
das ganze Gebiet zu verstehen ist zwischen den Stellen, in welchen der in 
die Chapman-Beckerschen Gleichungen einzusetzende Anfangs- und 
Endzustand herrscht, so ist diese Deutung nicht aufrechtzuerhalten. 

Denn bei der Ableitung dieser Gleichungen wird ausdrücklich voraus- 
gesetzt, daß nur Gleichgewichtszustände vor und hinter der Detonations- 
welle betrachtet werden. Bei den Wasserstoff- Luftgemischen ist aber 
chemisches Gleichgewicht ganz gewiß erst wieder nach vollendeter Um- 
setzung erreicht, nur ist in dem Gebiet des steilen Abfalls der Detona- 
tionsgeschwindigkeit die bis dahin vetstreichende Zeit etwas größer. E 
Man muß also schließen, daß diese Gleichungen den plötzlichen Abfall zs 
von D, nicht wiedergeben, und das ist verständlich. Diese Gleichungen i 
gelten nämlich nicht, wie Wendlandt meint, für „jeden stabilen quasi 
stationären Vorgang‘, sondern nur, wenn dieser eben ist. Sie werden 


1) R. Wendlandt, ZS. f. physikal. Chemie Bd. 110 (1924) S. 637. us 
2) B. Lewis u. Friauf, J. Amer. Chem. Soc. Bd. 52 (1930) S. 3905. a 
3) R. Wendlandt, Zs. f. physikal. Chemie Bd. 116 (1925), S. 227. 
4) W. Jost, ZS. f. Elektrochem. Bd. 41 (1935), S. 191; Explosions- und Ver- 
brennungsvorgänge in Gasen, Berlin 1939. 
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ungültig, wenn innerhalb der Wellenzone die Zustandsgrößen in merkli- 
chem Maße auch von den Ortskoordinaten senkrecht zur Rohrachse 
abhängen. Mit Hilfe der hier benutzten Modellvorstellung läßt sich nun 
leicht qualitativ zeigen, daß wegen des Einflusses der Wand mit ab- 
nehmender Reaktionsgeschwindigkeit die Abweichungen von der ebenen 
Welle anwachsen und zu einer Verminderung von D führen müssen. 
Insoferr können also die Erklärungen von Wendlandt und Jost zu- 
treffen, daß die zu geringe Reaktionsgeschwindigkeit die Ursache der 
Abweichung ist. 

Wegen der Abkühlung der heißen Gase an der Rohrwand entstehen 
in Wirklichkeit ja auch an der Seite Verdünnungswellen. Wenn nun die 
Breite der Umsetzungszone die gleiche Größenordnung wie der Rohr- 
durchmesser erreicht, werden in merklichem Maße auch im Innern der 
Umsetzungszone, wo diese an die Wand grenzt, Verdünnungswellen 
entstehen. Da nun bei der normalen Detonationswelle in der Umsetzungs- 
zone a + W > D ist, können diese die Stoßwelle am Anfang erreichen 
und ihre Geschwindigkeit herabsetzen. Dieses Absinken wird begrenzt 
durch das Einsetzen der geschilderten Vorgänge, welche D wieder zu 
erhöhen streben. Aber auch deren-Wirksamkeit wird durch den Einfluß 
der Wand vermindert. Infolge der Verminderung von D unter D, wird 
auch in diesem Falle, in welchem die Detonationswelle nicht mehr streng 
eben ist, die Stelle. wo a 4+- W = D ist. vorrücken in ein Gebiet hinein, 
wo die Reaktion noch nicht beendet ist. Wenn die Reaktion von dieser 
Stelle an plötzlich gehemmt werden könnte. hätte man dahinter eine 
Überschallströmung eines heißen gewöhnlichen Gases in einem kühleren 
Rohr vorliegen. Wegen der Abkühlung an der Wand sind in dieser nicht 
mehr Temperatur und Dichte über dem Querschnitt konstant. Der 
Druck fällt dort in Achsenrichtung ab, und zwar umso steiler, je kleiner 
der Rohrdurchmesser ist. Der Einfluß der in Wirklichkeit stattfindenden 
Reaktion überlagert sich darüber. Er kann aber nur dann zu einer Her- 
aufsetzung von D führen, wenn die dadurch erzeugten Verdichtungs- 
wellen über diesen Druckabfall überwiegen, und das ist erst ein endliches 
Stück unterhalb D, der Fall. Die normale Detonationsgeschwindigkeit 
kann also nicht mehr ganz erreicht werden. 

Tris qualitativ wichtigste Ergebnis dieser Betrachtung ist die 
Erkenntnis, daß die beobachtete Unterschreitung der normalen Deto- 
nationsgeschwindigkeit vom Rohrdurchmesser abhängt. Einige Bemer- 
kungen bei Wendlandt lassen vermuten. daß ihm dieser Schluß schon 
sehr nahe lag. Wahrscheinlich hängt die Größe der Abweichung von dem 
Verhältnis aus dem Rohrdurchmesser und der Breite der Umsetzungs- 
zone ab, also von der Zahl 


R= Reaktionsdauer mal Detonationsgeschwindigkeit 
Rohrdurchmesser 


Die Geschwindigkeit einer stationären Detonationswelle sollte demnach 
von der Zusammensetzung und dem Rohrdurchmesser etwa so abhängen, 
wie dies in Abb. 4 angedeutet ist. Die ausgezogene Kurve ist die von 
Wendlandt gemessene Kurve an Wasserstoff-Luft-Gemischen in Glas- 
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rohren von 21 mm Durchmesser. Die Kurve bricht an der Detonations- 
grenze ab. Unterhalb davon nimmt die Geschwindigkeit der Detona- 
tionswelle mit dem zurückgelegten Weg ab; dort gibt es also keine 
stationären Wellen mehr. Die gestrichelten Kurven geben den vermute- 
ten Verlauf für einen kleineren und einen größeren Durchmesser des 
Rohres an. Die strichpunktierte Kurve, welche bei unendlich großem 
Durchmesser beobachtet werden sollte, ist der Verlauf, der sich aus deu 
Chapman-Beckerschen Gleichungen ergibt. Indem Bild kommt gleich- 
zeitig die beobachtete Tatsache zum Ausdruck, daß die Detonations- 
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Abb. 4. Der vermutete Verlauf der Detonationsgeschwindigkeit in Abhangigkeit 
von der Konzentration fiir Rohre verschiedencn Durchmessers d fiir Knallgas- 
Luft-Gemische (schematisch unter Anlehnung an die MeBwerte von Wendlandt) 


—-——— Verlauf nach Wendlandt für Rohre mit d=21mm @ 
- — - Vermuteter Verlauf in einem erheblich engeren Rohr (Durchmesser d,) 
und in einem erheblich weiteren Rohr (Durchmesser (/,) 
Vermuteter Verlauf für eine streng ebene Welle (unendlich weites Rohr). 
Dieser muß «den Formeln von Chapman und Becker genügen 


geschwindigkeit in genügend weiten Rohren vom Durchmesser nicht 
abhängt, bei engeren aber schließlich mit dem Durchmesser absinkt, 
bis schließlich in zu engen Rohren keine stationäre Detonationswelle 
mehr möglich ist. Die hieraus folgende Aussage, daß die Detonations- 
grenze vom Rohrdurchmesser abhängen sollte, ist bisher experimentell 
anscheinend noch nicht nachgeprüft worden. Es ist natürlich möglich, 
daß ähnlich wie bei der Übersättigungsgrenze von Dämpfen oder der 
Überhitzungsgrenze von Flüssigkeiten!) diese Abhängigkeit nur sehr 
gering ist, so daß erst durch enorme Steigerung der Abmessungen die 
Grenze merklich verschoben wird. Dann gibt es tretz dieser theoretisch 
vorhandenen Abhängigkeit praktisch doch eine bestimmte Detonations- 
grenze. 

Auf einen naheliegenden Trugschluß sei hier sogleich aufmerksam 
gemacht. Wenn in einer Detonationswelle die Zündung des Gases in der 


1) Vergl. M. Volmer, Kinetik der Phasenbildung, Dresden und Leipzig 1939. 
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geschilderten Weise durch eine Stoßwelle herbeigeführt wird, könnte man 
denken, daß durch genügend tiefe Abkühlung des Gases im Ausgangs- 
zustand die Detonationsfähigkeit verloren gehen müßte. Denn in einer 
StoBwelle mit gegebenem Druckverhältnis p,/p, ist bei konstanter spezi- 
fischer Wärme auch das Temperaturverhältnis 7',/T, gegeben. Wenn 
also T, herabgesetzt wird, nimmt auch 7’, ab, also nimmt die Reaktions- 
dauer zu, bis schließlich die Zahl 8 so groß wird, daß keine stationäre 
Detonationswelle mehr möglich ist. Dieser Gedankengang ist aber falsch. 
Denn von der Stoßwelle, welche die Reaktion einleitet, ist nicht das 
' Druckverhältnis gegeben, sondern die Geschwindigkeit, welche gleich 
der Detonationsgeschwindigkeit sein muß. Nun ist aber bekanntlich die 
normale Detonationsgeschwindigkeit in Gasen von der Temperatur des 
Ausgangsgases unabhängig. Ist die spezifische Wärme konstant und D, 
sehr groß gegen die Schallgeschwindigkeit a, vor der Detonationswelle, 
so gilt angenähert 
Do? = 2 (x, — 1)Q 

(Q = Reaktionswärme pro Gramm; x, = c,/c, in den Schwaden). 

Für die Temperatur 7, hinter einer StoBwelle mit dieser Geschwindig- 
keit folgt in gleicher Näherung 

2%, (%,—1) , Di’ 
T, T, (x; 1)? a; 

(x, = c,/c, im Ausgangsgas). 

Da also D, in obiger Näherung von der Ausgangstemperatur 7, unab- 
hängig ist und a,? proportional 7, ist, ist 7, angenähert unabhängig 
von T,. Eine erhebliche Veränderung der Detonationsgrenze durch 
Herabsetzung der Ausgangstemperatur ist also nicht zu erwarten. Da- 
gegen wird sie sich bei erheblicher Erhöhung der Temperatur natürlich 
schließlich zu geringeren Konzentrationen hin verschieben. Dann verlie- 
ren die in obiger Abschätzung gemachten Naherungsannahmen D, > a, 
‚bezw. T, > 7, ihre Berechtigung, und damit wird der obige Schluß 
hinfällig. 

Bisher wurde angenommen. daß sich trotz des Einflusses der Wand 
doch noch eine stationäre Detonationswelle einstellt, nur mit etwas gerin- 
gerer Detonationsgeschwindigkeit, wenn nicht dieser Einfluß zu stark ist 
und zu einer dauernden Abschwächung der Detonationswelle bis zu einer 
Schallwelle herab führt. Es kann aber auch sein, daß sich der Vorgang 
der Abschwächung und Verstärkung periodisch wiederholt. Die an der 
Rohrwand im Gebiet vor der Stelle mit a + W = D entstehenden Ver- 
dünnungswellen verlangsamen die Stoßwelle und bewirken dadurch, 
daß die Stelle mit a + W = D in die Umsetzungszone hinein vorrückt. 
Wenn nun der Einfluß der Wand nicht zu stark ist, bilden sich hinter 
dieser Stelle ebenso wie bei der streng ebenen Detonationswelle Ver- 
dichtungswellen, welche z. T. nach vorn laufen und die Stoßwelle am 
Anfang der Detonationswelle wieder beschleunigen. Alsdann kann sich 
das Spiel wiederholen. Das entspricht nahezu vollständig der Darstel- 
lung, die Jost!) vom Zustandekommen der ‚spinnenden‘‘ Detonation 


1) W. Jost, ZS. f. phys. Chem. (B) Bd. 42 (1939), S. 136. 
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gibt, wenn man bei ihm an einigen Stellen das Wort Wellenfront durch 
Stoßwelle ersetzt. Die Gründe, die Jost für die Richtigkeit seiner Auf- 
fassung anführt, bleiben auch hier gültig. Darüber hinaus erklärt diese 
Auffassung zwanglos die beobachtete Tatsache, daß die Ganghöhe des 
Spins dem Rohrdurchmesser proportional ist. Denn der zusätzliche 
Druckgradient, welcher von den an der Rohrwand entstehenden Ver- 
dünnungswellen in der Mitte des Rohres erzeugt wird, ist umgekehrt 
proportional dem Rohrradius. Der Differentialquotient der Stoßwellen- 
geschwindigkeit nach der Zeit ist wiederum diesem zusätzlichen Druck- 
gradienten proportional.- In einem Rohr von doppeltem Durchmesser 
nimmt also D halb so schnell ab, und daher kommt auch der Vorgang 
der erneuten Erhöhung von D halb so rasch in Gang, d. h. die Schwin- 
gungsfrequenz des Spins wird halb so groß. 

Die qualitativen Betrachtungen dieses Abschnittes bedürfen natür- 
lich noch einer strengeren mathematischen Nachprüfung. Da die ganzen 
Überlegungen völlig im Rahmen der Kontinuumsphysik bleiben, beste- 
hen dabei nur mathematische Schwierigkeiten. Die Differentialglei- 
chungen dieser Vorgänge sind bei strenger Behandlung hoffnungslos 
kompliziert. Aber nachdem das Bild klar ist, erscheint es nicht aus- 
sichtslos, daß man unter starker Vereinfachung unter Beibehaltung der. 
wesentlichen Dinge zu einer Lösung gelangt. 


Zusammenfassung 


Den Überlegungen wird ein spezielles Modell von der Struktur 
einer Detonationswelle zu Grunde gelegt, welches vielleicht für Gase mit 
genügend langsamer Reaktionsgeschwindigkeit zutreffen kann. Danach 
ist eine Detonationswelle identisch mit einer Stoßwelle, welche durch 
Temperatur- und Drucksteigerung die im Ausgangszustand vorhandene 
Reaktionshemmung aufhebt und dadurch hinter sich die Reaktion her- 
beiführt. In der Umsetzungszone hinter der Stoßwelle werden die Ge- 
setze der Kontinuumsphysik angewendet und Reibung und Wärmelei- 
tung vernachlässigt. Mit Hilfe dieses Modells wird die Theorie der 
Detonation entwickelt. Außer den Gesetzmäßigkeiten der allgemeinen 
Theorie, die sich natürlich wieder ergeben, erhält man folgende neue 
Resultate: 

1. Die Zustandswerte, welche den Punkten der Hugoniot-Kurve 
unterhalb des Punktes mit der kleinsten, der normalen Detonations- 
geschwindigkeit entsprechen, können in den Schwaden hinter einer 
ebenen stationären Detonationswelle nicht auftreten, weil alsdann ein 
physikalisch unmöglicher, stationärer Verdünnungsstoß in der Um- 
setzungszone oder dahinter vorhanden sein müßte. 

2. In einer ebenen Detonationswelle stellt sich nach längerer Lauf- 
strecke stets die normale Detonationsgeschwindigkeit ein, auch bei 
beliebig kleiner Reaktionsgeschwindigkeit. Er ergibt sich nicht nur, 
wie in der allgemeinen Theorie, daß eins anfänglich größere Fortschrei- 
tungsgeschwindigkeit durch die nachfolgenden Verdünnungswellen ver- 
mindert wird, sondern es läßt sich auch zeigen, daß bei einer kleineren 
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Fortschreitungsgeschwindigkeit Verdichtungswellen in der Umsetzungs- 
zone entstehen müssen, welche zu einer Vergrößerung führen. 

3. Es wird qualitativ erörtert, daß der Einfluß der Wand bei zu 
geringer Reaktionsgeschwindigkeit in der Umsetzungszone zu einer sta- 
tionären, aber nicht mehr streng ebenen Detonationswelle mit kleinerer 
als der normalen Detonationsgeschwindigkeit führen kann. Bei noch 
geringerer Reaktionsgeschwindigkeit kann es schließlich zu einer dauern- 
den Schwächung der Welle bis herab zur Schallwelle kommen. Für die 
Größe dieser Herabsetzung und für die Lage der Detonationsgrenze 
kommt es vermutlich auf die Größe der Zahl Reaktionsdauer mal Deto- 
nationsgeschwindigkeit dividiert durch Rohrdurchmesser an. 

4. Es wird gezeigt, das infolge des Einflusses der Wand ein Pulsieren 
der Detonationswelle eintreten kann, wie es bereits früher zur Erklärung 
des Spins angenommen wurde. Es ergibt sich aus dieser Vorstellung die 
beobachtete Tatsache, daß die Ganghöhe des Spins dem Rohrdurch- 
messer proportional ist. 


Institut für theoretische Physik der Reichsuniversität Posen, Septem- 
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Uber das Schallfeld einer gleichförmig-translatorisch 
bewegten punktförmigen Schallquelle:) 


Von H. Hénl 
(Mit 10 Abbildungen) 


Einführung und Zusammenfassung?) 


Im folgenden soll die Schallerregung durch eine mit Unter- oder 
Überschallgeschwindigkeit durch ein ruhendes Medium gleichförmig- 
translatorisch bewegte punktförmige Schallquelle (Pulsator) für den 
zwei- und dreidimensionalen Fall (ebenes und räumliches Problem) 
in Strenge behandelt werden. 

In qualitativer Hinsicht sind die Verhältnisse bei der Schallaus- 
breitung durch eine erregende bewegte Schallquelle wohlbekannt. Legt 
man der Konstruktion der Flächen konstanter Phase das Huyghens- 
sche Prinzip in der Weise zugrunde, daß man die Ausbreitung der von 
der Schallquelle ausgehenden Elementarwellen im ruhenden Medium als 
unabhängig vom augenblicklichen Bewegungszustand der Schallquelle 
ansieht, so lassen sich charakteristische Züge der Schallausbreitung 
bereits auf Grund einfacher geometrischer Konstruktionen überblicken. 
Erfolgt die Bewegung der punktförmig vorgestellten Schallquelle bei- 
spielsweise gleichförmig-translatorisch nach der negativen x-Achse eines 
räumlichen kartesischen Koordinatensystems, so wird die Schallausbrei- 
tung für eine mit Unter- bzw. Überschallgeschwindigkeit bewegte Schall- 
quelle in bekannter Weise durch die Abb. | dargestellt; den eingezeich- 
neten Kreisen würden hierbei gemäß Konstruktion Flächen konstanter 
Phase entsprechen. Für die Bewegung der Quelle mit Überschallgeschwin- 
digkeit ist vor allem charakteristisch, daß ‘die Schallerregung stets auf 
das Innere eines Kegels — des Machschen Kegels — beschränkt bleibt, 
dessen (halber) Offnungswinkel.a sich unmittelbar aus der Konstruktion 


der Elementarwellen ergibt (es ist sin a = 2 , wenn c die Schallge- 


schwindigkeit, U >c die Geschwindigkeit der Schallquelle bedeuten). 
Vom physikalischen Standpunkt aus erhebt sich jedoch die Frage, in- 
wieweit die Konstruktion der Phasenflächen nach dem Prinzip der 
Huyghensschen Elementarwellen in Strenge aufrechterhalten werden 
kann, sowie die Frage nach den exakten Amplituden bzw. Intensitäten 


1) Herrn Geheimrat A. Sommerfeld zu seinem 75. Geburtstag am 5. Dezem- 
ber 1943 gewidmet. 

2) Die vorliegende Untersuchung ist im Rahmen meiner Arbeiten für das 
Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsforschung, Göttingen, entstanden. 
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des Schallfeldes. Wir werden auf Grund der strengen Lösung des ebenen 
und räumlichen Problems zeigen, daß die qualitative Beschreibung des 
Schallfeldes nach dem Prinzip der Elementarwellen im großen und ganzen 
zu recht besteht, daß aber im einzelnen, insbesondere bei Überschall, 
charakteristische Abweichungen gegenüber der elementaren Konstruk- 
tion zutage treten. 

Der mathematischen Theorie der Schallausbreitung werden wir die 
lineare Ausbreitungsgleichung 


b) 
Abb. 1. Ausbreitung der Huyghensschen Elementarwellen bei einer a) mit Unter- 
schall-, b) mit Überschallgeschwindigkeit bewegten Quelle 


1 &9 


für das ruhende Medium zugrunde legen; worin g etwa die Druckstörung 
bedeuten möge. Es erschiene einigermaßen naheliegend, beim Problem 
der gleichförmig-translatorisch bewegten Schallquelle die akustisch- 
optischen Analogien auszunutzen und demgemäß auf (1) eine Lorentz- 
transformation anzuwenden, wobei als kritische Geschwindigkeit in den 
Transformationsformeln dann die Schallgeschwindigkeit c an Stelle der 
Lichtgeschwindigkeit auftreten würde!). Indessen müßte dieser Weg bei 
dem vorliegenden Problem doch etwas künstlich .erscheinen, da den 
Transformationsformeln der Raum- und Zeitgrößen — anders als in der 
Optik — keine physikalische Bedeutung zukäme und ihre Anwendung 
somit ein bloß formales methodisches Hilfsmittel wäre; schließlich würde 
man sich bei Überschallgeschwindigkeit wegen der andersartigen Reali- 


1) Historisch hat ja bekanntlich die »Untersuchung der Ausbreitungsgleichung 
(1) erstmalig zur Aufstellung von linearen Transformationsformeln für die Raum- 
und Zeitgrößen Anlaß gegeben, welche denen der speziellen Relativitätstheorie 
nahe verwandt sind. Vgl. W. Voigt, Über das Dopplersche Prinzip, Gött. Nachr. 
1887, S. 41:8. auch W. Pauli, Enzykl. d. mathem. Wissensch. V 19, 8. 543. 
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tätsverhältnisse noch weiter vom physikalischen Ausgangspunkt 
entfernen!). 

Wir wollen deshalb im folgenden einen anderen direkten Weg zur 
Lösung des Problems einschlagen, indem wir von der Methode des 
Fourierschen Integrals Gebrauch machen. Hierbei ist es zweckmäßig, 
ein Koordinatensystem zu benutzen, in bezug auf welches die Schallquelle 
im Ursprung des Koordinatensystems ruht. Unser Problem ist dann 
bis auf eine Galilei-Transformation offensichtlich identisch mit der 
Schallausbreitung um eine mit Unter- bzw. Überschallgeschwindigkeit 
angeströmte, im Koordinatenursprung als ruhend angenommene Schall- 
quelle. Erfolgt die Anströmung entsprechend Abb. | in der positiven 
x-Richtung, so geht die zu lösende Ausbreitungsgleichung aus (1) ein- 

a 
fach dadurch hervor, daß der Zeitoperator + durch = +U = 
ersetzt wird, worin U die Anstrémungsgeschwindigkeit ist. Wir erhalten 
somit aus (1): 


WE a \? 
(17 +02)9=0. 


Beschränken wir uns sogleich auf den Fall einer zeitlich periodischen 
Schallerregung mit der Frequenz und setzen wir demgemäß 


(2) 
so läßt sich der Zeitfaktor abspalten und wir erhalten aus (1’): 
1 © 
——|— - U =0. 
(3) Au | iw + 


Gl. (3) soll im ganzen Raume erfüllt sein mit Ausnahme des Koordinaten- 
ursprungs, in welchem sich die Schallquelle befindet, und eventuell auf- 
tretender singulärer Linien oder Flächen (Begrenzung des Machschen 
Kegels bzw., beim zweidimensionalen Problem, des Machschen Keils). 

Macht man für u einen Lösungsansatz in Gestalt eines mehrfachen 
(zwei- bzw. dreifachen) Fourierintegrals, so hat man den Vorteil, daß 
sich die Koeffizienten der Darstellung wegen des linearen Charakters der 
Differentialgleichung (3) als kontinmerliche Funktionen im Fourierraum 
leicht angeben lassen; ebenso ist es leicht, die Koeffizienten der Fourier- 
darstellung gleichzeitig so zu bestimmen, wie es dem Vorhandensein einer 
im Koordinatenursprung befindlichen ‚„punktförmigen‘“ Schallquelle 
bzw. beim ‚ebenen‘ Problem einer geradlinig gedachten Quellverteilung 
entspricht. Als eine Schwierigkeit der Methode mag es zunächst erschei- 
nen, daß die so gewonnenen Integraldarstellungen für die Lösung u wegen 
des Unendlichwerdens des Integranden auf charakteristischen Flächen 
bzw. Linien des reellen Fourierraumes (beim räumlichen bzw. ebenen 
Problem) mit Unbestimmtheiten behaftet sind und ohne spezielle Fest- 


1) Für das Unterschallgebiet hat H. G. Küssner, Luftfahrtforsch. 17. 
S. 370, 1940, in interessanter Weise durch Anwendung einer „Lorentztrans- 
formation‘ exakte Formeln für das Schallfeld einer bewegten Schallquelle ab- 
geleitet, welche mit den Ergebnissen dieser Arbeit übereinstimmen. 


1 
. 
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setzungen über den Verlauf der Integrationswege im Komplexen keinen 
eindeutigen Sinn haben. Der physikalische Gesichtspunkt, welcher hier 
wie bei anderen Ausbreitungsproblemen Eindeutigkeit erzwingt, ist 
dabei der, daß außer den genannten Bedingungen, denen u zu genügen 
hat, im Räumlich-Unendlichen eine Ausstrahlungsbedingung zu erfüllen 
ist.1) Die ursprüngliche Unbestimmtheit des Integrals eröffnet in Wahr- 
heit gerade die Freiheit, bei geeigneter Handhabung der Integrationswege 
im Komplexen die Lésung von (3) den natiirlichen physikalischen Bedin- 
gungen des Problems anzupassen und auf diese Weise eindeutig zu be- 


stimmen. 


§ 1. Anwendung der Methode des Fourierschen Integrals 


Wir fragen nach Lösungen der Ausbreit ungsg'eichung (3), welche 
einer im Koordinatenursprung vorhandenen punktförmigen Quelle von 
geeigneter Normierung entsprechen. Von der Erfüllung einer Ausstrah- 
lungsbedingung sehen wir zunächst ab. Die Dimensionszahl n lassen wir 
vorerst unbestimmt und setzen nachträglich n = 2 bzw.n = 3. 

Um zu derartigen Lösungen in einer physikalisch und mathematisch 
einwandfreien Weise zu gelangen, ist es zweckmäßig, statt von (3) von 
der inhomogenen Differentialgleichung 


(3a) An w= 


auszugehen, in welcher f (x,, 7...) eine zunächst willkürlich gegebene 
(im Unendlichen hinreichend stark verschwindende) Quellverteilung pe- 
deutet. Die im Nullpunkt isolierte ,,Einheitsquelle“ werde nun als Grenze 
einer Folge von kontinuierlichen Quellverteilungen f aufgefaßt. Man 
denke sich also zunächst stetige positive Funktionen f, die im Nullpunkt 
des Koordinatensystems (Punkt O) ein steiles Maximum besitzen und im 
übrigen der Bedingung 


(4) fras=ı 


(dS=dx,.da,...d.,) unterworfen sein sollen; f möge von einem 
Parameter derart abhängen, daß in demselben Maße, als dieser einem 
Grenzwert zustrebt, f überall mit Ausnahme des Punktes O gegen Null 
strebt. Für die so charakteristische „Zackenfunktion‘‘ haben wir aiso 
im Limes 

(4a) j=o für P+O. [ras = fir P=0, 


wobei das Integral auf eine beliebig kleine Umgebung von O beschränkt 
werden kann. — Die Normierung der Funktionen f gemäß (4) wurde der 
Einfachheit halber gewählt. Diese Normierung ist physikalisch nahe- 


1) Vgl. hierzu A. Sommerfeld, Die Greensche Funktion der Schwingungs- 
gleichung, Jahresber. d. DMV. 21. S. 309. 1912. Vgl. auch Frank-Mises, Die 
Differential- u. Integralgleichungen d. Physik (Braunschweig 1935), Bd. 2, S. 803 ff. 
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liegend, da sich aus (3a) und (4) für eine ruhende Schallquelle, also 
U =0, bei Anwendung des Greenschen Satzes in bekannter Weise 


eu 
(9) on 


ergibt (do, Oberflächenelement einer den Punkt O umschließenden 
beliebig kleinen Kugel, Ableitung nach der nach außen gerichteten 
Normalen), im Einklang mit der Definition der Finheitsquelle. 

Um die Allgemeinheit des in Frage stehenden Verfahrens zur 
Integration von (3a) hervortreten zu lassen, ersetzen wir diese Differen- 
tialgleichung durch 


=] 


(6) 


worin L ein beliebiger linearer Differentialausdruck in = ‘tn — 
mit konstanten Koeffizienten von übrigens beliebiger Ordnung und Di- 
mensionszahl sein möge. Wir machen nun für f und u den Ansatz eines 
Fourierintegrals: 


(7a) t=[f ... [A (ay , dg...) + + ay...d dy. 
(7b) u=/[.. . [Bi Gq...) + + --- Ida dag...d ay. 
Einsetzen von (7b) in Z [u] ws dann 


. 
= 
(Gn + + --Idada...da,, 


und da wegen der Linearität von L 


(8) 


= L (6a, 


so ergibt sich aus (6) durch Koeffizientenvergleich 


(9) 


Es bleibt nunmehr noch übrig, A (a, , a, ...) entsprechend den Bedin- 
gungen (4) und (4a) zu bestimmen. Aus (7a) folgt zunächst durch 
Fourierumkehrung: 


A (ay, ay...) = ff... +--Id§ 
und somit im Grenzfall (4a): 
(10) A = (2a). 
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Einsetzen von (9) und (10) in (7b) ergibt schließlich die gesuchte Lösung 


ef > dr...) 
(Il) w= eff... — dada,...da,. 
4. dy, ta...) 


Das Integral (11) ist identisch mit dem Verfahren von N. Zeilon!, 
zur Herstellung von Lösungen linearer und homogener Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten bei einer vorgegebenen pol- 
artigen Singularität der Lösung. Der Grundgedanke der Zeilonschen 
Begründung der Integralformel (11) bildet ebenfalls die Ausnützung der 
Identität (8). Während aber Zeilon die Forderung der Darstellbarkeit 
der Lösungen von (6) bei vorgegebener willkürlicher Quellverteilung f 
mittels des ‚‚Fundamentalintegrals‘‘ voranstellt, ergibt sich dieses 
Integral bei uns unmittelbarer aus der Fourierschen Integraldarstellung 
der Funktionen f und « und nachfolgendem Grenzübergang. Das Ver- 
fahren darf insofern als mathematisch zwingend angesehen werden, als 
die Darstellung von f und « vor Ausführung des Grenzüberganges bei 
einer Folge geeignet gewählter analytischer Funktionen f auf keinerlei 
Schwierigkeiten stößt und sich der Grenzübergang zur Endformel (11) 
dann ohne Bedenken ausführen läßt. 


3. Klassifikation der typischen Fälle 


Wir kehren zur Ausgangsgleichung (1’) zurück und nehmen in ihr, 
zu L übergehend, entsprechend (2) und (8) die Ersetzungen vor: 


(— (a? + fürn = 2, 
A= A,—>4 (a4 B*) 


(— (a? B? + y?) firn = 3. 


(Wir schreiben weiterhin x, y, z und a, ß, y an Stelle von x; und «,). 
Alsdann wird die Fundamentallösung u = F gemäß (11) 


a) für das ebene Problem (x = 2): 


x 

mit 

(12a) 2, = (1 — M*) a? + B+ 2k§ Ma— 


b) für das räumliche Problem (n = 3): 


Bu+y 


(13) F — tad pay 
mit 
(13a) = (1 — M?) a? — P--y? + 2k&Ma—F, 


I) N. Zeilon, Arkiv för Matematik 6. 1911, 9. 1913/14; vgl. Frank-Mises, 
Bd. 1. 8. 862 fl. 
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wenn wir an Stelle von w und U die Ausbreitungsgröße k und die dimen- 
sionslose Machsche Zahl M einführen: 


(14) k=—. M=—. 
c 
Betrachten wir zuerst den ebenen Fall. Ersichtlich wird der Integrand 
der Fundamentallösung (12) unendlich, wenn die Fourierkoeffizienten 
a, ß auf dem Kegelschnitt 2, = 0 der reellen Fourierebene liegen. Die 


Abb. 2. Der charakteristische Kegelschnitt Q, (a,b) = 0 
für verschiedene Werte der Machschen Zahl M 


Gleichung des charakteristischen Kegelschnitts kann nach (12a) geschrie- 
ben werden: 
kM 
2,2 J... 
(15) (1 — M?) (« Im 


aus ihr geht hervor, daß 2, = 0 eine Ellipse (im Grenzfall M = 0 einen 
Kreis), Parabel oder Hyperbel darstellt, je nachdem M< 1, = I oder 
> 1 ist. Entsprechend ist die Differentialgleichung (3) vom elliptischen, 
parabolischerr oder hyperbolischen Typus. — In Abb. 2 ist eine Anzahl 
Kegelschnitte 2, = 0 für verschiedene Werte des Parameters M dar- 
gestellt. Sämtliche Kegelschnitte gehen durch die Punkte a=0, 
ß = + k und sind spiegelbildlich zur «-Achse. 

Beim räumlichen Problem ist auf der linken Seite von (15) gemäß 
(13a) 8? durch ß? + y? zu ersetzen. Die Flächen 2, = 0 entstehen aus 
den Kegelschnit ten der Abb. 2 durch Rotation um die a-Achse und 
stellen somit eine Kugel (M = 0), Rotationsellipsoide (0 <M < 1), 
ein Rotationsparaboloid (M = 1) oder zweischalige Rotationshyper- 
boloide (M > 1) dar. 

Wir werden im folgenden das ebene und räumliche Problem für den 
elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Fall je gesondert behan- 
deln. Der elliptische Fall läßt sich vollständig auf den Spezialfall M = 0 
zurückführen. Die parabolischen und hyperbolischen Fälle erfordern 
jedoch besondere Überlegungen. welche durch die Zusammenhangsver- 


+ (1— M2) 
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hältnisse der charakteristischen Kurven 2, = 0 bzw. Flächen 2, = 0 
und das geforderte Verhalten der Lösung im Unendlichen bedingt sind. 
In allen Fällen ist die Wahl der Integrationswege das ausschlaggebende 
Moment. 


§ 3. Der elliptische Fall (Unterschallgebiet) 


a) Ebenes Problem 


Im- zweidimensionalen elliptischen Fall M < 1 stellt (15) eine Ellipse 
dar. Bringen wir ihre Gleichung auf die Normalform 


(a—a,)* 

(16) 

so haben wir 


"Nehmen wir weiterhin sowohl in der a, 8-Ebene als auch in der x, y-Ebene 
eine affıne Transformation vor, indem wir setzen: 


(17) «=V1—Mla—a), P=ß; 


x 
Y1— M? 
so nimmt das Fundamentalintegral (12), (12a) die Gestalt an: 


+o 

1 ei ei(a’ E+ 
18 F=— ee da' df’, 
(2x)? ) 1— M2 SS a’? + — x? 


wobei 


(17a) x= 
gesetzt wurde. Bis auf den Faktor 7 ist also das in (18) 


auftretende Integral in Funktion der Variablen £, n dasselbe, das sich 
für den Fall M = 0 mit der Ausbreitungsgröße k = x ergeben würde. 
Dieses letztere Integral stellt aber in bekannter Weise eine im Raume 
der &, n vom Koordinatenursprung auslaufende Zylinderwelle dar. Es 
ist nämlich!) 
1 1 eiAE+ un ewes 

worin H,‘ die erste Hankelsche Funktion nullter Ordnung bedeutet, 
falls, worauf wir noch ausführlicher zu sprechen kommen werden, die 
in (19) vörgesehenen unendlichen Integrationswege nach A und u auf 
passenden Wegen in der komplexen A- und j-Ebene geführt werden 
(andernfalls ergäbe sich eine einlaufende oder stehende Zylinderwelle). 


1) Vgl. A. Sommerfeld, a. a. O. 


. : 
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Sehen wir das Ergebnis (19) vorläufig als gegeben an, so erhalten wir, 
wenn wir (16a), (17) und (19) in (18) substituieren: 


kz 
l e k x? 
Zur Diskussion der Endformel (20) iibergehend bemerken wir zu- 


nächst, daß sich die Hankelfunktion H,”) für große Werte ihres 
Arguments xo asymptotisch verhält: 


Der Faktor H,((xo) in (20) entspricht daher für sich genommen mit 
Rücksicht auf die gewählte Zeitabhängigkeit, vgl. (2), einer auslaufenden 
Zylinderwelle in der &,7-Ebene. Die raumzeitliche Abhängigkeit der 
Phase wird nun aber durch das Hinzutreten des Faktors 


x (-i = kx) 

weitgehend modifiziest. Die Phase ® wird somit, wiederum asympto- 
tisch, gemaB (20): 


M k 
1 — M? ner Mm: | 4 


Fassen wir beispielsweise die Ausbreitung der speziellen Phasenfläche 


(22) — 


= -- ins Auge, so ergibt eine elementare Umrechnung von (22) 


‚oder, mit Rücksicht auf (14), 
(23) («— U! + 


Dieses einfache Ergebnis besagt, daß sich die Flächen konstanter Phase 
relativ zum strömenden Medium asymptotisch mit der normalen Schall- 
geschwindigkeit c ausbreiten, während ihr Mittelpunkt mit der Geschwin- 
digkeit U der Strömung mitgeführt wird — ganz ebenso, wie man dies 
auf Grund der Huyghensschen Konstruktion der Elementarwellen 
erwarten würde. Über die asymptotische Übereinstimmurig mit der 
geometrischen Konstruktion der Elementarwellen hinausgehend bleibt 
unsere strenge Formel (20) bis in beliebige Nähe zur Schallquelle jeden- 
falls solange richtig, als die Idealisierungen, welche zur Wellengleichung 
(1) führen (,‚kleine‘‘ Amplituden, ,,punktférmige Schallquelle), zutreffen, 
also auch in einem Gebiet, wo das Huyghenssche Prinzip bereits ver- 
sagen würde. 

Es ist von Interesse, neben der Phase auch das Verhalten der Ampli- 
tude zu untersuchen. Die Abnahme der Amplitude erfolgt nach (20) und 
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(21) asymptotisch wie 1//o. Die Flächen konstanter Amplitude sind dem- 
nach Zylinderflächen von elliptischem Querschnitt, deren Mittellinie (pa- 
rallel z) in der geradlinig gedachten Schallquelle liegt. Der Abfall der 
Amplitude — und damit auch der Intensität — erfolgt in der + x-Rich- 
tung rascher als in der + y-Richtung. Eine Einseitigkeit in Richtung 
der Strömung tritt hier, anders als bei der Phase, nicht auf. 

Schließlich möge noch der Grenzfall Limes k — 0 betrachtet 
werden. Er entspricht w = 0, also einer statischen Druckstörung, wie 
sie durch die Anströmung eines dünnen Stabes senkrecht zur Strömungs- 
richtung verursacht wird. Nach (12a) wird hierbei 


(24) 2, = (1 — M?) a? + PP 
und damit 
| Bm 
Q, dadß 
i = B 
l ( ) dadß 
(27)? a’? + MM? 
und nach bekannter Umformung 
l / 
(25) F = In | 
22)1— M? 1 — M? 


Auch hierbei erfolgt die Abnahme der Druckstörung in der + x-Rich- 


tung um den Faktor rascher als in der + y-Richtung. 


Das charakteristische Auftreten des Arguments 0 = pee + ¥ 


an Stelle von |x? + y? für M = 0 wird gewöhnlich als Prandtlsche 
Regel bezeichnet. 


b) Raumliches Problem 


Alle fiir den ebenen elliptischen Fall abgeleiteten Ergebnisse lassen 
sich ohne weiteres auf das räumliche Problem übertragen. Wir erhalten 
unter Beibehaltung der Substitutionen (17), die wir durch y’ = y, 
¢ = z ergänzen, aus (13) und (13a) 


i Xe il "E+ + 
(26) 1 le et B N da’ df’ dy’ 
(2x) a’ — x? 


(bei gleicher Bedeutung von a, und x wie unter a). 
Machen wir weiterhin Gebrauch von der Fourierdarstellung der vom 
Nullpunkt = 7 = = 0 auslaufenden Kugelwelle: 


M2 
| 
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1 exe ed£+un+vd 
| = = Gar zu ydidudr, 


o= 


(wobei wir unsere Bemerkungen über die Integrationswege noch zurück- 
stellen), so ergibt sich aus (26) und (27) mit Rücksicht auf (16a) und 
(18a) die Endformel: 


.2 


4x Yı—M: / r? 
1 — MM? 


Die Diskussion ist die analoge wie beim ebenen Problem. Die Flächen 
konstanter Phase sind Kugelflächen, die sich relativ zum strömenden 
Medium mit der Geschwindigkeit c ausbreiten, während ihr Mittelpunkt 
gleichzeitig mitgeführt wird. Dies gilt hierbei streng bis in beliebige Nähe 
zur Schallquelle. Die Flächen konstanter Amplitude bzw. Intensität sind 
die Flächen 9 = const; die Intensität nimmt wie 1/0 ab, also rascher in 
der + x-Richtung als in der + y- und + z-Richtung. 

ce) Wir haben endlich der Lückenlosigkeit halber zur Begründung 
der Formeln (19) und (27) für die Fourierdarstellung der Zylinder und 
Kugelwelle noch eine kurze ergänzende Bemerkung hinzuzufügen. Wegen 
ausführlicher Behandlung dieser Fragen verweisen wir auf A. Som- 
merfeld, a. a. O. 


Es sei im ebenen Falle das Doppelintegral (19) vorgelegt: 


ei AE + my) 


Dieses Integral hat ersichtlich MER noch keinen eindeutigen Sinn, 
da der Integrand auf dem Kreise A? + u? = x? in der reellen A, u-Ebene 
unendlich wird. Führt man in dieser Ebene und ebenso in der x, y-Ebene 
Polarkoordinaten ein: 

A=0cosy, = osiny, A? + pr? =: 

& cos@. y=osing, & + = 


und denkt man sich die Integration nach dem Azimut % vor derjenigen 
nach o ausgeführt, so läßt sich (19) mit Rücksicht auf die bekannte 
Integraldarstellung der nullter Ordnung: 


(29) J f ei z con dy 
nach einfacher in die Form 
1 7 Jo (ov) 


an 
— | 
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In (19a) ist die Unbestimmtheit des Integrals wegen des Unendlich- 
werdens des Integranden bei o = x noch nicht behoben. Das Integral 
(19a) stellt nun dann und nur dann eine ins Räumlich-Unendliche aus- 
laufende Zylinderwelle dar, wenn der Integrationsweg in der in Abb. 3 
gekennzeichneten Weise nach der negativ-imaginären komplexen o-Ebene 
(den Punkt o = x links lassend) verlegt wird. Die Richtigkeit der Be- 
hauptung ergibt sich bekanntlich unmittelbar aus der Zerlegung der 
Besselfunktion J, in die beiden Hankelfunktionen H, und H,®: 


(30) Jy (0.0) = —{H (00) + (oof 


von verschiedenem asymptotischem Verhalten im Unendlichen der kom- 
plexen o-Ebene und aus der in Abb., 3 angegebenen Deformation der 


Abb. 3. Komplexe o-Ebene. Integrationswege für die Jy, H,(1) und H,(2) 
entsprechenden Bestandteile des Integranden von (19a) 


Integrationswege. Das Integral (19) läßt sich dann auf das Residuum des 
vom ersten Summanden in (30) herrührenden Bestandteils des Integran- 
den bei o = x zurückführen und liefert 


1 
(19b) = pri (x) . 


Wegen des asymptotischen Verhaltens von H,(! für große reelle Werte 
des Arguments [vgl. (21)] entspricht (19b) tatsächlich einer auslaufenden 
(divergierenden) Welle. Bei einer Verlegung des Integrationsweges von 
(19a) nach der positiv-imaginären komplexen o-Ebene hätte sich dem 
asymptotischen Verhalten von H,(® entsprechend eine einlaufende 
(komvergierende) Zylinderwelle ergeben. Den ganz analogen Verhältnissen 
begegnet man beim räumlichen Problem (G,). 

Das Verhalten der vom Nullpunkt auslaufenden, gegen das Unendli- 
che divergierenden Welle läßt sich nach Sommerfeld in eine analyti- 
sche Bedingung fassen, die als Ausstrahlungsbedingung bezeichnet wird. 
Sie lautet für das ebene bzw. räumliche Problem: 


4 
| 
F 
| 
‘ 
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(31) Limes = 0 bzw. Limes o | =.0 
auf der unendlich fernen Begrenzung des ebenen bzw. räumlichen Ge- 
bietes. Faßt man @ als Greensche Funktion des unendlichen Gebietes 
auf, so ist die Hinzunahme einer Bedingung von der Art (31) zusammen 
mit den bekannten übrigen Bedingungen für @ hinreichend für die ein- 
deutige Festlegung dieser Funktion!). 

Im Gegensatz zu der sich vom Nullpunkt allseitig isotrop ausbrei- 
tenden Zylinder- und Kugelwelle G, und @, [vgl. (19) und (27)], handelt 
es sich im allgemeinen elliptischen Falle nach (20) und (28) um unsym- 
metrische Ausstrahlung. Wir sehen davon ab, für diesen allgemeineren 
Fall eine Austrahlungsbedingung für das Unendliche analog (31) zu for- 
mulieren und begnügen uns damit, den allgemeinen elliptischen Fall 
0 < M <1 auf das isotrope Problem M = 0 zurückgeführt zu haben. 
Der Unterschied zwischen auslaufender und einlaufender Welle kommt 
daher auch im allgemeinen elliptischen Fall ausschlieBlich durch die 
Wahl des Integrationsweges zustande. Die Möglichkeit der Zurück- 
führung der Schallausbreitung bei Unterschallanströmung auf die iso- 
trope Schallausbreitung ist physikalisch einleuchtend, weil die Aus- 
breitung einer Schallwelle durch die Anwesenheit einer Strömung 
U <.c zwar modifiziert, aber grundsätzlich nicht wesentlich verändert 
wird. Die Verhältnisse werden jedoch völlig anders, wenn wir jetzt zum 
hyperbolischen und parabolischen Falle übergehen. 


4. Der hyperbolische Fall M > 1 (Überschallgebiet) 
a) Ebenes Problem 


Im hyperbolischen Fall ist der charakteristische Kegelschnitt 
Q,=0 eine Hyperbel. Bringen wir seine Gleichung auf die Normalform 
(a — a,)? B? 


(32) 
so haben wir nach (15) 


Vermöge der Affintransformation 


wird das Fund.mentalintegral (12) 
1 + um) 
ei%e ei + 

(34) = (27)? VM if u? Pr? d A d 
mit 

k 
34a = —: 
M?—1 


1) Vgl. hierzu auch W. Magnus, Jahresber. d. DMV. 52. S.'177. 1943. 


: 
. . 
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Die Lage der charakteristischen Hyperbei 
Q,= P+ 0» 


in der A, u-Ebene legt es offenbar nahe, die Integration über A vor 
derjenigen über u auszuführen (vgl Abb. 4). Die Integration über 2 
führt dann zunächst auf das Integral 


: 
(35) d }. 
(A +22) (A— | + 2?) 
dessen Integrand bei 4 = + | 2-4 x? je einen Pol besitzt. Um die 


Abb. 4. Lage der charakteristischen Hyperbel in der A, u-Ebene 


Unbestimmtheit des Integrals zu beheben, miissen wir mit dem von 
—* nach + « führenden Integrationsweg geeignet in die komplexe 
A-Ebene ausweichen. Die Art der Verlegung des Integrationsweges kann 
wieder nur aus physikalischen Erwägungen heraus geschehen. Da die 
Anströmung der Schallwelle hier mit Überschallgeschwindigkei erfolgt, 
so müssen wir jedenfalls fordern, daß die Schallerregung für x < 0 
verschwindet. Da in (35) x durch £ vertreten wird, so ist also zu fordern, 
daß das Integral (35) für negative Werte von & Null ergibt. Damit 
ist der Integrationsweg bis auf stetige Deformationen, bei welchen 
keine singuläre Stelle überschritten wird, festgelegt: Wir müssen, beide 
Pole zur Linken lassend, in die negativ-imaginäre komplexe A-Ebene 
ausweichen. Ist £ positiv, so läßt sich der Integrationsweg (vgl. Abb. 5) 
durch einen Weg in der unendlich fernen positiv-imaginären A-Ebene 
und je einen Umlauf in positivem Sinne um die Pole bei + Vu? + x? 
ersetzen. Für negative £ dagegen ergibt die Verlegung nach der unendlich 
fernen negativ-imaginären A-Ebene, wie es sein soll, Null. Man erhält so 
durch Residuenbildung: 


| fe 
: N 4 
\ 4 
i \ 4 
2 
\ 4 
; 4 
N / 
\ 
\ rd 
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sin Vy? + x? 


0 für E<O. 


451 


Das in (34) auftretende Doppelintegral läßt sich damit, vom Faktor 


— 2 x abgesehen, für § > 0 auf das einfache Integral 


(36) K= [ew 
In? + x? 


zurückführen. Seine Ausrechnung gelingt in folgender Weise: Setzen 


| 


Abb. 5. Integrationswege in der komplexen A-Ebene fiir § > 0 und & < 0 


du 


+ x? 


so wird 


+% 


Substituieren wir weiter 

(37) 

so läßt sich K mit Rücksicht auf das Additionstheorem 
Coj 9 Coj y + Sin Sin x = Cof (# + x) 

auch schreiben: 


+» 


_ 


wir 


u 
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Nunmehr benutzen wir eine auf Heine zurückgehende Integraldarstel- 
lung für die Hankel’schen Funktionen H, und H,° }): 


iz Cof (2) —i 2.60 9 
(38) H(z) dd, H,® (2) 


Da das Auftreten von + x neben @ in (36a) wegen der im Unendlichen 
liegenden Integrationsgrenzen offenbar bedeutungslos ist, erhalten wir 
damit 
= 
(39) K= (xt) + HP (% = (xT). 
Durch die Substitution (37) wird ersichtlich nur ein Teil der gesam- 
ten &, »7-Ebene erfaßt, nämlich fiir positive t nur das in Abb. 6 durch /, 


Abb. 6. Gebietseinteilung in der £, n-Ebene. Eingezeichnete Hyperbeln: 
t = const. (J und II), tr’ = const. (III und (IV) 


bzw. Schraffur, gekennzeichnete Gebiet. Daß K für negative Werte von 
t im Gebiet II nach (36a) ebenfalls von Null verschiedene Werte besitzt, 
ist bedeutungslos, da das Integral (36) ursprünglich nur für positive 


1) Die Heineschen Integraldarstellungen für H,(1) (z) und Hy„(2) (z) sind: 


Hy) (z) = Goin 6dé, 
0 


x 
H,(2)(2) —fe Cojnddé, 
0 


wobei die erstere Darstellung bei beliebigem n nur für die obere (positiv-imaginäre), 
die zweite nur für die untere (negativ-imaginäre) z-Halbebene gilt. Speziell für n=0 
gelten beide Darstellungen auch auf der reellen z-Achse, wovon wir im Text Ge- 
brauch machen. — Vgl. etwa R>Weyrich, Die Zylinderfunktionen und ihre 
Anwendungen, B. G. Teubner 1937, S. 30. 


4 ~ pr. a + P% 
SX 
7 
\ N 
\ 
27) 107 V/ 
7 
ly 
| ~~ TEEN) 
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Werte von £ definiert ist. Wir zeigen ferner, daß das Integral (36) in den 
Gebieten III und JV Null ergibt. Setzen wir zu diesem Zweck 
>Oin so erhalten wir unter Beachtung von 
Sin # Coj + Eoi Sin y = Gin ty) 
aus (36) in der Tat 
+% 


(39a) k=5-f rend + gix 


Die durch das Integral (36) definierte Funktion K stellt somit eine 
diskontinuierliche Funktion dar, welche nur in den Gebieten J und II 
von Null verschiedene Werte annimmt, in //I und IV aber verschwindet. 


hy 


Abb. 7. Konstruktion des Machschen Winkels 


Wir setzen schlieBlich den gefundenen Ausdruck fiir K in F, Gl. 
(34), ein. Bei Zusammenziehung der Faktoren ergibt sich 


Qa? 
und hieraus nach Einsetzen von (37), (39), (32a) und (34a): 


für |y| = 
DER 


sonst F = 0. 


Das analytische Resultat, daß die Schallausbreitung auf einen zur 
x-Achse symmetrisch gelegenen, «ie positive x-Achse einschließenden 
Winkelbereich beschränkt ist, hat die einfache physikalische Bedeutung: 
das Auftreten des Mach’schen Winkels a. In der Tat ergibt sich für die 
Begrenzung des Ausbreitungsbereichs für die Schallerregung aus der 
Muyghens’schen Elementarwellenkonstruktion unmittelbar (vgl. 
Abb. 7): 


mu 
A 
A 
— 
0 
1 
I 
x 
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\ c ly| 
(41) M tg a 2 


Das durch (40) dargestellte Wellensystem erscheint — im Gegen- 
satz zu den Verhältnissen im elliptischen Fall — als ein stehendes Wellen- 
system mit festliegenden Knotenlinien (Besselfunktion J,), das durch 
eine fortschreitende Welle (Exponentialfaktor) moduliert wird. Man 
kann sich dieses Verhalten in folgender Weise im einzelnen verstandlich 
‘machen. Zerlegen wir die Besselfunktion J, in (40) entsprechend (39) 
in die beiden Hankelfunktionen H,"!) und H, und benutzen wir deren 
asymptotische Darstellungen!) für hinreichend große Werte des Argu- 
ments 


k 


so wird 
“xT 
(40a) 
| k =) 
L M?—1 M*—1 4 


und daher die raumzeitliche Abhangigkeit der Phase 


M 
mo 


wobei sich die Indizes 1, 2 sowie das obere und untere Vorzeichen bzw. 
auf den Ursprung in den Hankelfunktionen H, und Hy,‘ bezie- 
hen. Betrachten wir nun beispielsweise die Ausbreitung der Phasen 


®,»- r+ . so ergibt eine elementare Rechnung ebenso wie im ellipti- 
schen Falle 
(43) + 

Die Linien (bzw. Flächen) mit den konstanten Phasenwerten 
Pd, = — — und ®, = + = erfüllen also jedenfalls Abschnitte desselben 


sich mit der Geschwindigkeit c ausbreitenden Kreises, dessen Mittel- 
punkt mit der Geschwindigkeit U >c längs der positiven x-Achse 
fortwandert. Dabei ist zu beachten daß das Argument xt der Bessel 
bzw. Hankelfunktionen stets positiv sein muß. Hieraus ergibt sich, daß 
der erste Summand (in 40a) eine — von einem bei großem positiven 
befindlichen Beobachter aus beurteilt — mit ein:r Geschwindigkeit 
w, > U auslaufende Konve.rwelle, der zweite Summana eine mit einer 
"Geschwindigkeit w, < U auslaufende Konkavwelle darstellt (Abb. 8). 


!) Vgl.z.B. R. Weyrich, a. a. O. 8. 46: vgl. auch (21 a) im Tex* 
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Durch Überlagerung der beiden aus laufenden Teilwellen entsteht das 
gesamte Wellensystem. Wir körnen somit im hyperbolischen Falle von 
gerichteter Ausstrahlung sprechen. 

Es ist übrigens hervorzuheben, daß die nach der Konstruktion der 
Elementarwellen sich ergebenden fortwandernden Kreise sich bei strenger 
Betrachtung nicht mehr als Kurven konstanter Phase herausstellen. 
Vielmehr ist zwischen dem vorderen und hinteren Teil derselben (im 
Sinne der Ausbreitungsrichtung) ein Phasensprung ®, — ®, = _= 
vorhanden. Der allmähliche Phasenwechsel vollzieht sich in der Nähe 
der Begrenzungsgeraden des Mach’schen Ausbreitungsbereichs, wo die 


Abb. 8. Zerlegung des Wellensystems Abb. 9. Übergangsgebiet (schraffiert) 
in zwei Teilsysteme: gestrichelt: auslau- von @ = —n/4 zu @= +n/4 beim 
fende Konvexwelle; ausgezogen: aus- ebenen Problem 

laufende Konkavwelle 


asymptotische Darstellung der Hankelfunktionen nicht mehr ausreichend 
ist (in Abb. 9 durch Schraffierung angedeutet). Diese Abweichungen von 
der elementaren Konstruktion, welche erst die exakte Theorie des Aus- 
breitungsvorganges enthüllen kann, sind vergleichbar mit denjenigen, 
welche in der Theorie der Beugung von Wellensystemen auftreten. 

Die Amplitude ist nach (40) auf Hyperbelästen x t = const konstant 
und nimmt nach (40a) wie 1//xr gegen das Innere des Machschen 
Bereiches ab. Auf den Begrenzungsgeraden des Ausbreitungsbereiches 
selbst erfolgt ein endlicher Sprung von F (Drucksprung, Verdichtungs- 
stoB), welcher um so größer ist, je näher U an die Schallgeschwindigkeit c 
herankommt. 


b) Räumliches Problem 


Beim Übergang vom ebenen zum räumlichen hyperbolischen Falle 
ergibt sich aus (13) und (13a) in Analogie zu (34) das dreifache Integral: 


- 
be \ 
4 / ; 
/ OX 
/ 
- 
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mit derselben Bedeutung von a, é,..., A,... wie in (32a) und (33); 
ferner wurde der Symmetrie wegen y = v, z = [ gesetzt. Die Integration 
über A ist derjenigen von (35) genau entsprechend; ebenso soll — und 
zwar mit derselben Begründung wie beim ebenen Problem — der Inte- 
grationsweg wie unter a) gewählt werden. Wir erhalten damit 

+ ET 

J 

may 0 fiir é x 0. 


Führen wir nunmehr in der u, v-Ebene ebenso wie in der 1, ¢-Ebene 
Polarkoordinaten ein, indem wir setzen: 
v=osiny; 
y=ecosy, L=osing; P+l=pt, 
so wird 
2x 


—1 ei Nor - Vo? + x? 
ei 00 cos (y — sin + x 
(2 x)? ll Vo? + x? odody. 
o ¢ 


Machen wir nunmehr, indem wir zunächst nach % integrieren, wiederum 
von der Integraldarstellung der Besselfunktion .’, [Gl. (29)] Gebrauch, 
so erhalten wir weiter 
¥ M?—1 22 Vo? + x? 

Die rein mathematische Aufgabe, die somit bleibt, besteht in der 
Auswertung des Integrals in (45). Wir werden diese Aufgabe im mathe- 
matischen Anhang (Abschn. 6, Integrale über Zylinderfunktionen) unter 
allgemeinen Gesichtspunkten lösen. Vorerst bemerken wir, daß die in 
(45) auftretende Integration für die Spezialfälle 9 = 0 und x = 0 leicht 
auszuführen ist. Für o = 0 erhält man, wenn man Jo? -- x? =  substi- 
tuiert, den zunächst unbestimmten Ausdruck 


sin 2 
(46) Jo= = oda -/ sin (w é)dw. 
Vo? + x? J 


Beachtet man, daß im Integranden von (45) der zunächst weggelassene 
Faktor J,(o 0) wegen seines oszillatorischen Charakters konvergenz- 
erzwingend wirkt und für uns nur der Grenzfall dieses: Integrals für 
o—> 0 in Frage kommt, so wird damit (analytisch etwa, indem man 
im Integranden von (46a) einen konvergenzerzwingenden Faktor e Bo 
einführt und schließlich zum Limes f + 0 übergeht) in eindeutiger 
Weise 


(47a) Jono = § 


4 4 
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Andererseits läßt sich das für x = 0 aus (45) entstehende Integral 


Jx=0 = [re o) sin (o&)do 
0 


bei Einführung der Integraldarstellung von J, und Vertauschung der 
Integrationsfolgen leicht nach der Residuenmethode berechnen; das 
Integral stellt die diskontinuierliche Funktion dar’): 


1 
(47b) fir [€|>e(>0), 


0 für |E|<o. 
Der Vergleich von (47a) und (47 b) mit den entsprechenden Formeln beim 
ebenen hyperbolischen Problem legt nunmehr die Verallgemeinerung 
auf beliebiges o und x nahe: 


Vor + 0 für >e. 


Wir werden in Abschn. 6 nachweisen, daß die vorgenommene Ver- 
allgemeinerung tatsächlich zu Recht besteht. 

Indem wir (48) in 45) eintragen, können wir sogleich zur End- 
formel für den räumlichen hyperbolischen Fall übergehen; wir erhalten: 


M \- 2__ 
22 
fiir > und 2>0; sont F=0. 
= )M?—1 


Die Diskussion der Grundlösung (49) im räumlichen Falle ist in 
allen Punkten die entsprechende wie beim ebenen Problem. Die Wellen- 
ausbreitung ist auf den Machschen Kegel beschränkt. Zerlegen wir das 
durch den Faktor cos {...} gekennzeichnete, durch den voranstehenden 
komplexen Phasenfaktor modulierte stehende Wellensystem wieder in 
seine komplexen Anteile: 

so ergibt die Vereinigung des ersten Summanden mit dem vorstehenden 
Phasenfaktor (ebene Welle) nach der oben angedeuteten Umformung 
eine auslaufende konvexe Kugelwelle, die Vereinigung des zweiten Sum- 
manden mit dem vorstehenden Phasenfaktor dagegen eine auslaufende 
konkave Kugelwelle. Insgesamt ergibt sich wiederum gerichtete Ausstrah- 
Val hierzu G. N. Watson, Theory of Bessel-Functions, I. Aufl., S. 405, 
1. (6). 
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lung. Anders als beim ebenen Problem ist aber hier die Phase auf einer 
sich ausbreitenden Kugelfläche 


(50) — Ut— + ¥+2=e8 


exakt — und nicht nur asymptotisch — konstant, da hier die Phase der 
beiden Teilsysteme durch Zerlegung des cos ]...} exakt definiert ist und 
zwischen den den Teilsystemen angehörenden Kugelzonen ersichtlich 
kein Phasensprung auftritt. Dementsprechend besteht hier die Huyg- 
henssche Konstruktion der E'»mentarwellen (sofern diese nur eine 
Aussage über die Flächen konstanter Phase enthalten soll) bis in beliebige 
Nähe des Machschen Kegels zu Recht. 

Die Amplitude ist konstant auf den hyperboloidischen Flächen 

M?—1 
schen Kegel unendlich. Auf der x-Achse (y = z = 0) nimmt sie wie 
l/x ab, die Intensität also wie 1/x?. Das Auftreten von Amplituden, 
welche mit Annäherung an den Machschen Kegel über jede Grenze 
wachsen, zeigt an, daß wir hier streng genommen den Gültigkeitsbereich 
der linearen Theorie überschritten haben. Tatsächlich stellt der Mach- 
sche Kegel einen Verdichtungsstoß dar, zu dessen exakterer Darstellung 
die nicht-linearen hydrodynamischen und thermodynamischen Gleichun- 
gen herangezogen werden müssen. 


— y? — z? = const und wird mit Annäherung an den Mach- 


5. Der parabolische Grenzfall: M = 1 
a) Ebenes Problem 
Die Größe 2, wird hierbei nach (12a): 
und nach Substitution von a = a’ + = - 
(5la) Q,=2ka’ +P. 


Die charakteristische Gleichung 2, = 0 stellt somit in der a’, ß-Ebene 
eine Parabel dar, welche durch den Koordinatenursprung a’ = 0, B = 0 
geht und nach der negativen «’-Achse geöffnet ist. Die Fundamental- 
lösung F, Gl. (12), können wir schreiben: 


+% 


] ein’ x 
(52) faa Ike 
Die Integration über a’ kann nunmehr leicht nach der Residuenmethode 
ausgefiihrt werden. Hierbei ist wieder die Wahl des Integrationsweges 
entscheidend. Wir wählen ihn so, daß wir in der komplexen a’-Ebene den 
Pol des Integranden bei a’ = —. zur Linken lassend von — © 
nach + 2 integrieren. Alsdann können wir für positive Werte von x den 
Integrationsweg durch einen Umlauf im positiven Sinne um den Pol 
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a’ = — £. ersetzen, während sich für negative Werte von x Null 
ergibt. Somit: 
+® 2 ni 
en's firz>0, 
Ls für 0. 


Dieses Ergebnis rechtfertigt nachtraglich unsere Wahl des Integrations- 
weges. In der Tat ist nach dem Prinzip der Elementarwellen zu erwarten, 
daß für eine mit der Geschwindigkeit U = c angeströmte Schallquelle 
eine Schallerregung für x < 0 nicht zustande kommt, da die Schallaus- 
breitung durch die Strömung mit der Geschwindigkeit cin Richtung der 
positiven x-Achse mitgeführt wird. 


Einsetzen von (53) in (52) liefert nunmehr für x > 0: 


i 
(52a) pee a8 dap. 


Durch quadratische Ergänzung des Exponenten findet man hieraus leicht 


2k z — ig! 
do. 


Das hier noch auftretende Integral ist als „Fresnelsches Integral“ 


(52b) 


wohlbekannt: 
+o 
ow 
fer = (1— i) = 
Damit erhalten wir schlieBlich 
37 z’+y® 
( ) 2/2r Vka 
0 firz <0. 


Wir betrachten zunächst wieder die Kurven (bzw. Flichen) konstan- 
ter Phase. Setzen wir in dem Ausdruck für die Phase 


32 


2 x 4 
+ = ' = wt, so ergibt sich wegen k = — unmittelbar: 


Die Flächen ® = const (r = const) bilden somit, wie nach der Kon- 
struktion der Elementarwellen zu erwarten, ein System von Kreisen, 
so. 


| 
| 
| 
a 
in 
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welche sich im Koordinatenursprung x = y = 0 berühren und deren 
Mittelpunkte die positive x-Achse erfüllen (Abb. 10). Die Ausbreitung 
der Phasenflächen erfolgt im Medium allseitig und bis in beliebige Nähe 
zur Schallquelle mit der Geschwindigkeit c. Es ist andererseits bemerkens- 
wert, daß die Abnahme der Amplitude in der ganzen Front unabhängig 
von y mit 1/V x erfolgt. Mit Annäherung an x = 0 von positiven z-Werten 
her wächst die Amplitude über alle Grenzen; für, x < 0 ist sie Null. 


ly 


Abb. 10. Ausbreitung der Flächen (bzw. Kurven) ® = const. 


b) Das räumliche Problem 


92, wird nach (13a) und bei Ersetzung von a durch a’ wie im ebenen 
Falle: 
(56) 2,=2ka+® —R=2ka 
damit das Fundamentalintegral (13), wenn wir uns die Integration 
über a’ in der (52) und (53) genau entsprechenden. Weise ausgeführt 
denken: 


epi(pyt+ yz é 
F= [evar e fe. + y? 
(57) } the - 
- ff" )apay für 2>0, 
0 für <0. 


Benutzen wir weiterhin in der , y-Ebene ebenso wie in der y, z-Ebene 
Polarkoordinaten: 


58 ß= vcosy, =osny, y?=0?; 
( ) y=00089, z=osing, y? + 2 = 93, 


| 
% 
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so läßt sich das Integral (57) für x > 0 auch schreiben: 


Q008 (y—g)—i 
(57a) F=— odody. 


Indem wir die Integration über % zuerst ausführen, erhalten wir mit 
Rücksicht auf die Integraldarstellung der Besselfunktion J,, Gl. (29), 
aus (57a): 


(57b) F = — ——e do. 


Das hier auftretende Integral ist vom Typus des nach H. Weber be- 
nannten Integrals!) 


I» (at) e- Pt tdi = 


0 
und läßt sich somit auf eine elementare Funktion zurückführen; für 


a=o, kommt 


k 


0 


und schlieBlich 
k 
59 F 
(59) z>0, 
0 für <<0. 


Die Bauart dieser Formel ist derjenigen von (54) beim ebenen 
Problem völlig analog. Die Flächen konstanter Phase sind Kugelflächen, 
welche sich im Punkte z = 9 = 0 sämtlich berühren und deren Mittel- 
punkte wieder die positive x-Achse erfüllen. Die Amplitude ist konstant 
auf den Ebenen x = const (also unabhängig von g) und nimmt, den 
Intensitätsverhältnissen beim räumlichen Problem entsprechend, für 
positive x wie 1/x ab. 

Es fällt weiter die Analogie von (54) und (59) mit der Grundlösung 
(19b) des ebenen [vgl. auch die asymptotische Darstellung (2l1a)] und 
des entsprechenden räumlichen Problems für den Fall M = 0 verschwin- 
dender Anströmung auf. Es ist schließlich zu bemerken, daß sich die 
Formeln (54) und (58) als Grenzfälle M — 1 nur vom hyperbolischen 
Fall M > 1, nicht vom elliptischen M < 1 her darstellen lassen. 


1) G. N. Watson, Theory of Bessel-Functions, Cambridge 1922, S. 392. 
2) Konvergenz deg Integrals ist vorhanden, solange |argb| = = ist. 


ae 
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6. Mathematischer Anhang 
Integrale über Zylinderfunktionen 


Es bleibt noch übrig, den Beweis für die Integralformel (48) nachzutragen. 
Da dieser Beweis einige allgemeinere Überlegungen erfordert, werden wir im 
Zusammenhang damit noch einige verwandte Integralformeln ableiten. 


Wir knüpfen an die Heine-Schafheitlinsche Integraldarstellung (38) 
der Hankelfunktionen H,(1) und H,(2) an, welche wir schreiben: 


Gof 
(38) fe = inH(2), jer" inl Mike). 


—o —n 


Nunmehr betrachten wir die Integrale 


(60a, b) K,= | et "dy, K,= OT du. 
Vp + + x: 
+o 7° 
Wie auf S. 451 substituieren wir 
PER d 
[ Var + = x w=x Sine, =d?; 
(37) + x? 
Oofz, n=t Sin x, 7? = 7? 


und erhalten so nach dem Additionstheorern der Hyperbelfunktionen und den 
Integralformeln (38): 


+a 
infer 


—2 
Ky= fe EZ), 
—2 


beide Formeln gültig für den Darstellungsbereich der Koordinaten &, n durch 
die Gl. (37) (x reell), d. h. für [|&£] >|]. Ganz ebenso wie auf S. 453 beweist 
man, daß K, und K, für |&|<|n| verschwinden. Die Integrale (60a) und (60b) 
stellen somit diskontinuierliche Funktionen dar, welche nur in den Gebieten I 
und II der Abb. 8 von Null verschiedene Werte annehmen, in den Gebieten III 
und IV aber verschwinden. Wir haben daher 


{ in Hy für |€|>|n|.. 
0 für 


(62a) 


(em) ei du = für |é | 2 | | 
0 für [&]< In. 


Um den diskontinuierlichen Charakter der Integrale X, und K, in der Schreib- 
weise anzudeuten, werden wir im folgenden statt der rechten Seiten von (628) 


und (62b) kürzer i x H,() (x V und (x VE?) schreiben, wobei 
wir durch Überstreichung andeuten, daß nur fiir | é|= || die Hankelfunktionen 
zu nehmen sind, für |&| < |n | aber 0. 


I. 
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Wir gehen nunmehr in (62a) und (62b) zu einer neuen Integrationsvariabeln 
¥ über, indem wir setzen 
Wir erhalten so 


+@ 0 +0 
—@ —@ 0 


+@ 
+» ; x 
oder auch 
Ir 
‘Ganz ebenso 


Durch Addition sak Subtraktion von (63a) und (63b) ergibt sich mit Riicksicht 
auf den der Zylinderfunktionen untereinander 


Jo (2) = (2) + Ho (2)}, Ny (2) = (2) — 


(Jo FERN Funktion, N, Neumannsche Funktion nullter Ordnung) dann 
weiter: 


(648) cos = N, 
sinvedy= +27, 


(64b) 


(mit der Be Shenae TER der Überstreichung wie oben). Durch An- 
wendung der Fourierschen Umkehrformeln 


0 0 


[nWsinurdt, fon (u)sinut du 
0 0 


erhält man jetzt aus (64a) und (64b): 


ya 
(65a) conve ag = — x: 
+ v|> 
(65b) fr (x sin VE dE = ür 
0 für |¥|<|x|. 


. 
x x 
a 
. 
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Setzen wir endlich 


so nehmen die Integralformeln (658) und (65b) die Gestalt an: 


© 


+ 
(66) 
cos — x 

0 für |v] <*- 


für 


\ 


Die erstere der Integralformeln (66) ist aber mit (48) identisch, wie man ohne 
weiteres erkennt, wenn man in der Bezeichnung die Ersetzungen 


x—>o, T>0, 


vornimmt; q. e. d. 


Freiburgi. Br., Institut f. theoretische Physik, im September 1943. 


(Eingegangen am 1. Oktober 1943) 
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Uber den Zusammenhang zwischen Schallgeschwindigkeit 
und - absorption bei der akustischen Relaxation.') 


Von H. O. Kneser. 


(Mit 3 Abbildungen) 


Bei fast allen Flüssigkeiten und Gasen, an denen einigermaßen zahl- 
reiche Messungen der Schallgeschwindigkeit und-absorption durch- 
geführt sind, läßt sich deren Frequenzabhängigkeit durch folgende For- 
meln ziemlich gut darstellen: 


Or 
| 
Om 


A 
Darin bedeutet: w die Kreisfrequenz ne 
der Schallwelle; V die Schallgeschwindig- . 
keit; Vs = Vw=0); V, =Vw=a); % 


ı den Absorptionskoeffizienten der 
Intensität (J) je Wellenlänge, 


z 
definiert durch: J, = e A 
Mm seinen Maximalwert; Wy 


©, die Frequenz, bei der die Schall- = 
Frequenzabhängigkeit der 


geschwindigkeitskurve, über log » 
aufgetragen, ihren Wendepunkt, schwindigkeit (schematisch). 


©, die Frequenz, bei der die Absorp- 
tionskurve ihr Maximum durchläuft. (Vgl. Abb. 1). 


Diese Formeln lassen sich aus zwei ganz verschiedenen Ansätzen 
herleiten, die den Gedanken der Relaxation zwar nicht ganz frei von 
Willkür — insofern z. B. als sic ıur cine Relaxationszeit in Rechnung 
ziehen —, ab r immerhin einfach und plausibel formulieren: 


1) Herrn Geheimrat Sommerfeld zum 75. Geburtstage gewidmet, 


! 
' 
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I*) Aus dem Ansatz: n = ® (v, T,n), wobei n die Anzahl der Mole- 
küle bedeutet, die sich in einem energetisch ausgezeichneten Zustand be-, 
finden, ergänzt durch die Zustandsgleichung: p = p (0, T, n), den Energie 
satz für adiabatische Vorgänge: — p 4 v = Au (v,T,n) und die aus der 
Kontinuitätsgleichung und der = schen Differentialgleichung resul- 


tierende Beziehung: V ? = — -z == (o = Dichte). 
Für die fünf Konstanten der Formeln (1) und (2) ergibt sich: 
a, 


wobei a, bis a, gewisse Polynome aus den partiellen Differentialquotienten 
von ®, p und u nach 2, v und T sind. 


II**) Durch einen rein phänomenologischen Ansatz: 


d 1 öv 1 d 

welcher besagt, daß bei plötzlich verändertem und dann konstant ge- 
haltenem Volumen der Druck sich verzögert, und zwar mit der Zeit- 
konstanten 7, x einstellt, und ebenso das Volumen bei plötzlich verän- 
dertem und dann konstant gehaltenem Druck mit der Zeitkonstanten 
72%, . Für sehr langsame Zustandsänderungen, d. h. wenn die zweiten 
Glieder beider Seiten verschwinden, gilt die Kompressibilität x,, für 
sehr schnelle Zustandsänderunge x. Bei Volumänderung unter konstant 


wirkender Kraft tritt außer dem elastischen Glied a: oe ein Rei- 


bungsglied mo bv auf. In den Endformeln von der Gestalt der 


Formel (1) und (2) lassen sich dann die dort auftretenden Konstanten 
durch diese Materialkonstanten ausdrücken, nämlich 


0% HH, 


Beide Ansätze I und II führen also nicht nur auf die gleichen 
Dispersions- und Absorptionsformeln, sondern sie liefern auch gleich- 
artige Beziehungen zwischen den fünf in jenen enthaltenen Konstanten, 
nämlich: 


*) H. O. Kneser, Ann. d. Phys. 32, 277, 1938. 


**) J. Frenkel u. J. Obrastzov, Jour. of Phys. USSR Vol. IT No. 2, 8. 
131, 1940. 


| 
’ 
| 
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Om Vo 


V, ist aus Kompressibilität und Dichte von vorneherein bekannt, so 
daß sich der gesamte Dispersions- und Absorptionsverlauf mittels zweier 
verfügbarer Konstanten sollte darstellen lassen, von denen die eine 
(z. B. u„) den Relaxationsbetrag, die andere (w, oder »„) die Relaxa- 
tionszeit charakterisiert. 

Um diese Zusammenhänge am Experiment zu prüfen, bedient man 
sich zweckmäßig einer Darstellungsart, die auch bei den Untersuchungen 
zur paramagnetischen Relaxation Anwendung gefunden hat*): Man 


führt die Bezeichnungen f = 2) und „= ein und 
0 


Vo 
erhalt 
(2 
aus (1): = > ol? (5) 
1+(2 
Dw 
aus (3): e—1=2y'» Ve 
2 nn 
aus (4): also = 
w m w 


(6) 


Eliminieren von — aus (5) und (6) ergibt: 
w 


f ’ 


woraus man leicht ableitet: 


w (S*) "= ews (7) 


Das bedeutet: Wenn man das Produkt der beiden meßbaren Größen u’ 
und f über f aufträgt, so ergibt sich ein Halbkreis (weil u’ > 0), dessen 
Mittelpunkt auf der Abzisse bei f = (c + 1)/2 liegt und dessen Radius 


gleich V'c fm’, das heißt sehr wenig größer als u„’ ist (vgl. Abb. 2). 


*) H. B. G. Casimir, D. Bij] und F. K. du Pre, Physica 8, 449, 1941. 


| 
Gleichung (2) lautet jetzt: 

c—1 Ve 

Wy 

‚_ 
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Da der Relaxationsbetrag u, ', so viel man weiß, wesentlich nur von 
der Temperatur abhängt, so ergeben alle bei gleicher Temperatur ge- 
messenen Wertepaare u und V Punkte auf der Peripherie des Halb- 
kreises, ohne Rücksicht auf die Relaxationszeit, die bekanntlich oft stark 
vom Reinheitsgrad der Substanz abhängt, so daß Messungen, die aus 
verschiedenen Quellen stammen, auf diese Weise vergleichbar werden. 

Die Relaxationszeit, gemessen durch die Größe w,, kann für jeden 
Punkt des Halbkreises unmittelbar abgelesen werden. Es ist nämlich: 


Abb. 2: Graphische Darstellung der Formel (7). 


wt — tiers 
j 4 - Vet 
Aus (5) ist aber zu ersehen, daß Pr = =) ist, so daß man 


erhält: w, = w tga 


Ferner liest man den Winkel (y) der Phasenverschiebung zwischen 
Druck und Verdichtung unmittelbar ab. Für ihn gilt nämlich*): 


gy= 
Ve— (2 
@ 
oder nach Einführung von c = (=) :tg y = —— 
l+c (2. 


Die rechte Seite ist aber die gleiche wie in (6), so daß'tg y = u’ und Y 
der in der Abbildung 2 gekennzeichnete Winkel ist. 

Aus jedem einzelnen Wertepaar u’, und f, bezw. u und V, wie sie 
vom Experiment geliefert werden, kann man daher in dieser Darstellung 
sofort den Relaxationsbetrag, gegeben durch ,,', die Relaxationszeit, 
gegeben durch w,, und die Phasenverschiebung zwischen Druck und 
Verdichtung ablesen. 

Als Anwendungsbeispiel für dieses Verfahren seien hier einige 
Ergebnisse von Schallgeschwindigkeits - und - absorptionsmessungen an 


*) H. O. Kneser Ann, d. Phys. 11, 761, 1931 oder 16, 340, 1933. 


a 4 
uf 
5 
a 7 c 
(V2, Vo ) 
| 
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Sauerstoff bei 19°C mitgeteilt (Vgl. Abb. 3)*). Gleiche Zeichen be- 
deuten Messungen von ı:” und f, die bei gleichem Reinheitsgrad, aber 
verschiedenen Frequenzen (zwischen 570 und 3000 Hz) ausgeführt 
wurden. Die Punkte scharen sich recht befriedigend um einen Halbkreis, 
der allerdings nicht durch den Punkt f = 1 läuft, was auf einen Fehler 
des für V, angesetzten Zahlenwertes hindeutet. Betreffs dieser und ande- 
rer anscheinend systematischer Abweichungen, sowie der Auswertung 


auf 


Abb. 3. Messergebnisse für O, bei 19°C. 


der Relaxationszeit in Abhängigkeit vom Reinheitsgrad sei auf die aus- 
führliche Arbeit verwiesen. 

In großen Zügen rechtfertigen also die Experimente die anfangs 
genannten Ansätze. 


Zusammenfassung : 


Es wird hingewiesen auf einen Zusammenhang zwischen dem Schall- 
absorptionskoeffizienten und der Schallgeschwindigkeit, der sich aus 
zwei verschiedenen Ansätzen ergibt und zu einer besonders einfachen 
Darstellung der experimentellen Ergebnisse führt. Diese Darstellung 
wird an Hand von Messungen am Sauerstoff geprüft. 


Berlin, den 9. Oktober 1943. 


(Eingegangen 11. Oktober 1943.) 


*) Herrn Dr. H. Knötzel und Frau L. Knötzel, die diese Messungen im 
Physikalischen Institut der Universität Marburg durchführten, ist der Verfasser 
für die Mitteilung ihrer Ergebnisse vor der Veröffentlichung, die demnächst in 
dieser Zeitschrift erfolgen wird, zu großem Dank verpflichtet, 


0002 
x 
° 
° 
0007 
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Absorption und Dispersion des Schalles in Gasen 
mit chemisch reagierenden 
und anregbaren Komponenten. I. Teil 


Von J. Meiäner 


1. Einleitung 


Wir können in einem Gas zwischen klassischer und molekularer 
oder reaktionskinetischer Schallabsorption und -dispersion unterschei- 
den. Erstere beruht auf den irreversiblen Prozessen der inneren Reibung 
und Wärmeleitung, zu denen in Gasmischungen auch noch die Diffusion 
und Thermodiffusion tritt, während letztere auf der verzögerten irrever- 
siblen Gleichgewichtseinstellung unter den ständig wechselnden Bedin- 
gungen in der Schallwelle beruht. 

Die klassische Schallabsorption und -dispersion wurde theoretisch, 
wenigstens für reine einatomige Gase, von Kirchhoff!) erschöpfend 
behandelt. Der Schallabsorptionskoeffizient enthält bei solchen Gasen 
die für innere Reibung und Wärmeleitung charakteristischen Größen, 
nämlich den Koeffizienten der inneren Reibung und die Wärmeleit- 
fähigkeit. Die Kirchhoffsche Theorie wurde durch Kohler?) auf 
Mischungen von zwei einatomigen Gasen erweitert; hierbei spielen auch 
die Diffusion und die Thermodiffusion eine Rolle. Alle diese Einflusse 
überlagern sich additiv. 

Anders wird die Sache, wenn die Moleküle des Gases miteinander 
chemisch reagieren können oder wenn sie anregbar sind (letzteren Fall 
wollen wir immer als einen Spezialfall unter den chemischen Reaktionen 
mitverstehen). Während, wie unten noch begründet wird, die klassische 
Dispersion praktisch keine wichtige Rolle spielt (sie tritt nur in einer 
höheren Näherung in Erscheinung), tritt eine solche im Gas mit chemisch 
reagierenden Molekülen auf. Ferner überlagern sich klassische und re- 
aktionskinetische Schallabsorption und -dispersion nicht mehr additiv; 
und zwar wird gerade der klassische Anteil durch die chemischen Re- 
aktionen wesentlich modifiziert. 

Theoretisch wurde die molekulare Absorption zum ersten Mal am 
Beispiel eines dissoziierenden Gases von Einstein?) behandelt. Der 

rgang von Translationsenergie in innere Energie (insbesondere in 
Schwingungsenergie) und sein Einfluß auf Absorption und Dispersion 
wurde von Herzfeld und Rice*), Kneser?), Rutgers*) und Schae- 
fer’) untersucht. Herzfeld und Rice berücksichtigten dabei auch den 
Einfluß von innerer Reibung und Wärmeleitung. Eine allgemeine Theorie, 
die beliebige chemische Reaktionen umfaßt und neben der inneren 
Reibung und Wärmeleitung auch die Diffusion berücksichtigt, wurde 


: 
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erst kürzlich von Damköhler*) mit interessanten Anwendungen auf 
Hochtemperatursysteme gegeben. 

Wenn wir uns hier mit demselben T'hema nochmals befassen, so hat 
dies folgende Gründe. 

Die Theorie der Schallabsorption und -dispersion ist ein naheliegen- 
des Anwendungsgebiet der vom Verf. in mehreren Arbeiten °), 1), 1) 
entwickelten thermodynamisch-phänomenologischen Theorie der irrever- 
siblen Prozesse. Sie erlaubt eine allgemeine Behandlung der Schall- 
absorption und -dispersion, ohne daß irgendwelche speziellen kinetischen 
Voraussetzungen über die im Gase auftretenden Elementarreaktionen 
bzw. über die Geschwindigkeiten der Bruttoreaktionen gemacht werden 
müssen. Auf der anderen Seite ist es jedoch möglich, auch die Elementar- 
reaktionen, entweder nachträglich oder von vornherein, einzuführen. 
Demgegenüber bleibt zwar Damköhler so allgemein, daß er keine 
speziellen Annahmen über die im Gas möglichen Elementarreaktionen 
zu machen braucht, sondern nur die unabhängigen Bruttoreaktionen 
zugrundelegt. Aber sein Ansatz über die Geschwindigkeit der Brutto- 
reaktionen erscheint uns nicht zwingend; Damköhlers Forderung, ihn 
so zu wählen, daß -für den Gleichgewichtszustand das Massenwirkungs- 
gesetz herauskommt, läßt allgemeinere als die von ihm angegebenen 
Möglichkeiten zu. Will man wirklich für die Geschwindigkeiten der 
Bruttoreaktionen einen speziellen Ansatz machen, so muß man doch 
wieder erst die Elementarreaktionen kennen. 

Eine Vervollständigung bedarf die Damköhlersche Arbeit auch 
in Hinblick auf die innere Reibung, Wärmeleitung und Diffusion. Seine 
Endformel (183) für die Überlagerung von reaktionskinetischer und 
Kirchhoffscher Schallabsorption und -dispersion beruht auf einer nicht 
ganz folgerichtigen Näherung und ist nur in den Grenzfällen kleiner 
reaktionskinetischer bzw. Kirchhoffscher Schallabsorption und -disper- 
sion richtig. 

Auch die Behandlung der Diffusion ist noch einer Verallgemeine- 
rung fähig; denn Damköhler rechnet mit der speziellen Annahme 
eines für alle Komponenten des Gases gleichen Diffusionskoeffizienten. 
Damit ergibt sich nur eine größenordnungsmäßige Abschätzung des 
Diffusionseinflusses. Die Thermodiffusion wird bei Damköhler ver- 
nachlässigt, da ihr Einfluß im allgemeinen klein ist; doch erscheint uns 
ihre Berücksichtigung wenigstens in Hinblick auf die Vollständigkeit und 
Geschlossenheit der Ergebnisse wünschenswert. 


2. Grundgleichungen 
für die thermodynamisch-phanomenologische Theorie 
der Absorption und Dispersion des Schalles 


Die Bezeichnungen sind dieselben wie in den unter!®), 1) zitierten 
Arbeiten des Verf. Wir stellen sie, soweit wir sie brauchen, nochmals 
zusammen. 

Wir betrachten ein ideales Gas. Alle in ihm vorkommenden che- 
mischen Elemente mögen auch in der freien atomaren Form auftreten. 
Das bedeutet keine wesentliche Einschränkung. 


ay 
3 
4 
rif 
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01; O9: Qn = Dichten der atomaren unangeregten Komponen- 
ten. 

On+1» = Dichten der übrigen Komponenten; alle Atome 
bzw. Moleküle derselben Art, welche sich in einem 
bestimmten Anregungszustand befinden, zählen 
als besondere Komponente. 

M; = Molekulargewicht der Komponente i. 
= ag der Komponente i in Mol pro 


Gramm = = Geamtdichte). 
c-¥ c; = Gesamte Molzahl pro Gramm. 


i=1 


y= ao = Molenbruch der Komponente i. 

u; = Innere Energie der Komponente i pro Mol. Sie 
hängt nur von der absoluten Temperatur 7’ ab 
und ist gleich uj, + ©, T; u;, ist die Nullpunkts- 
energie, C, die Molwärme der Translation allein 
wegen unserer Definition des Begriffes Kom- 
ponente. 

W = Gesamter Energiestrom ohne konvektiven Anteil. 

D; = Diffusionsstrom in g em”? sec”! der Komponente 
i = Impuls der Komponente i pro Kubikzenti- 
meter, bezogen auf einen mit der Schwerpunkts- 
geschwindigkeit v mitbewegten Beobachter. 

Piz = Drucktensor; er umfaßt den statischen Druck p 
und die Reibungsdrucke. 

I’; = durch Umwandlungen hervorgerufene Zunahme 
der Komponente i in g em”? sec’. 

R = Gaskonstante pro Mol. 

v;; = Zahl der Atome der Art j, die ein Molekül der 
Komponente i enthält. 


Die zu untersuchenden Schallwellen seien eben und mögen in der 
+ z-Richtung laufen. Dann genügt es in den Grundgleichungen nur die 
Abhängigkeit von x zu berücksichtigen. Die Geschwindigkeit v ist dann 
parallel zur z-Achse. Für kleine Amplituden der Schallwelle können wir 
alle Glieder vernachlässigen, die quadratisch in der Schallamplitude sind 
und daher auch die substantielle Differentiation nach der Zeit d/dt 
durch die lokale Differentiation 0/0¢ ersetzen. Die Grundgleichungen 
lauten dann [vgl. 


(2,1) 
aD 
(2,3) 
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N 
(2,4) FR 


(2,5) p=RToC. 


Ferner gelten bei den geringen Abweichungen vom thermodyna- 
mischen Gleichgewicht, wie sie in der Schallwelle mit kleinen Amplituden 
vorliegen, die folgenden phänomenologischen Ansätze 


N 
(2,6) D; = ax Lp + di Ly 
k=1 
N 
(2,7) W= »> by Li + chy , 
k=1 
(2,8) 6=1,2,...,N, 
k=1 
ae \2 
(2,9) 


n ist der Koeffizient der inneren Reibung, die Aj, lassen sich aus 
den Reaktionsgeschwindigkeiten berechnen, falls die Elementarreaktio- 
nen und ihre Geschwindigkeiten bekannt sind; die a;;, 5; und c sind 
phänomenologische Koeffizienten, die die Diffusion, Thermodiffusion 
und Wärmeleitung bestimmen, 4; ist das chemische Potential der Kom- 
ponente i, definiert durch 


u; 
(2,10) Miu; = fi(T) + RT In (ec;), wobei F = — 
Ferner ist 
0 ; 
( ) Lpi 1 Ox T ’ Lu T er 


Den Vektorcharakter der Größen W, Ly, D;, Lp; brauchen wir hier 
nicht besonders zu kennzeichnen, da sie bei der ebenen Schallwelle alle 
parallel zur Fortschreitungsrichtung der Schallwelle sind. 

Aus der Erhaltung der Atomzahl jedes chemischen Elementes folgt 


N N 
T. 
i=k41 i=1 


Fiir die Molekulargewichte gilt 
kel 
Da (2,12) bei jeder beliebigen kleinen Abweichung vom thermo- 
dynamischen Gleichgewicht gilt, so ergibt sich durch Einsetzen von (2,8) 
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> 
4 
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N 
(2,14) =0 1,2, ..., N37 =1,2, ..., 2). 
i=1 
Ferner gelten als Folge des Prinzips der mikroskopischen Reversi- 
bilität die Onsagerschen Reziprozitätsbeziehungen!?) 
(2,15) = Ay = Ajj. 
N 


Wegen y D; = 0 gilt 
i=1 
N 


N 
(2,16) au =0 (k=1,2,...; N); y 5 =0 
i=1 i=1 
und aus (2,14) folgt nach Multiplikation mit M; und Summation über j 
wegen (2,13) 


(2,17) Au =0 (i= 1,2, ...,N). 
k=i 
Unsere Aufgabe besteht nun darin, in diese Gleichungen den Ansatz 
fiir ebene Schallwellen einzufiihren und die Schwankungen der Dichte, 
der Konzentrationen, der Geschwindigkeit, der Temperatur und des 
Druckes um ihre Gleichgewichtswerte ‘zu berechnen. Wir setzen dazu 
(k = Wellenzahl, » = Kreisfrequenz) 


(2,18) 0 = (1 + 
(2,19) Cy = Cig (1 + (kat) ), 
(2,20) v = dei (kz—wt)) 

(2,21) T = T, (1 + Zeit), 
(2,22) = De (1 + pei | 


Wir drücken nun D;, W, I’; und p,, in (2,1) bis (2,5) durch (2,6) 
bis (2,9) aus, wobei wir 44, Lp,, Zw durch (2,10) und (2,11) ersetzen. 
Dann gehen wir mit dem Ansatz (2,18) bis (2,22) in (2,1) bis (2,5) ein 
und eliminieren » und 9. Est ist dabei zweckmäßig, die folgenden dimen- 
sionslosen Größen einzuführen 


- io io iz > iw b; 
o MM,C?m’ * p M,Cm 
(2,23) 
‘mo ‘a p Ax 
p® m * iwe? M,C? 


Dann entsteht 


J 


i=l 


Up 


x 
(2,25) + — day) T- a) + O(i = 1, 2,...,N); 
kewl 


4 
N 
4 
2 
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N N 
C, u; U; 
i=1 i=1 
Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt 
w* 0 


m ist bei reversiblen adiabatischen Zustandsänderungen mit dem 
sogenannten Isentropenexponenten identisch. Im allgemeinen wird m 
komplex sein. Die Schallgeschwindigkeit vg bestimmt sich aus m zu 


(2,28) = \2 (Re mh)—1 


während der Absorptionskoeffizient pro Zentimeter gleich 


(2,29) x =olm 
pm 


ist. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise haben wir in (2,24), (2,25), 
(2,26) den auf das Gleichgewicht beziiglichen Index Null fortgelassen. 

(2,24) bis (2,26) ist ein System von N + 2 homogenen Gleichungen 
für die N + 2 Unbekannten f, r, ¢, (3, ..., ty. Damit es eine Lösung 
hat, bei der nicht alle diese Unbekannten verschwinden (dann hätten 
wir ja keine Schallwelle mehr) muß die Determinante dieses Gleichungs- 
systems verschwinden. Das gibt die folgende Determinantengleichung, 
die in abgekürzter leicht verständlicher Schreibweise angegeben ist 
(die Indizes i und k gehen von 1bis N) , 


m—I+ —1, TR 
C u u 
j k 
(2,30) —1+ R arte 


N N 
-), (Aj — ay), y (Aj; —aij) +b, vi bin — Aut 


j=1 j=1 


3. Diskussion der Determinantengleichung fiir Schallabsorption 
und Schallgeschwindigkeit 

Die Schallabsorption und -dispersion sind nach (2,28) und (2,29) 
bekannt, wenn es gelingt, m zu berechnen. Fiir m haben wir die Deter- 
minantengleichung (2,30) gefunden. Sie ist eine algebraische Gleichung 
in m und enthält m außer in der ersten Zeile auch noch in dena, bi, © 
wegen der Definitionen (2,23) dieser Größen. 

Zunächst vernachlässigen wir alle irreversiblen Prozesse im Gas, 
d. h. wir setzen alle in (2,23) definierten Größen gleich Null. In diesem 


31* 


175 
= 
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Fall läßt sich m sehr leicht berechnen. Es ergibt sich wegen R=C,—C, 
C 
für m das Verhältnis der Molwärmen m = a: Da m reell wird, so 


findet keine Absorption statt; die Schallgeschwindigkeit hat den klas- 


sischen Wert vs = £ a und somit ist auch keine Dispersion vor- 
@ 
handen. 


Im allgemeinen Falle wird sich m in eine Potenzreihe nach den 


dimensionslosen und von m unabhängigen Größen n, may, mb;, mc, 
Axx [vgl. (2,23) ] entwickeln lassen. Wir wollen beweisen, daß es praktisch 
immer genügt, wenn wir, abgesehen von den A;;. nur die ersten Potenzen 
dieser Größen beibehalten und den Rest vernachlässigen. Ist nämlich 


v die mittlere Molekülgeschwindigkeit, A die mittlere freie Weglänge 
und A die Wellenlänge der Schallwelle, so gilt die Abschätzung 


(3,1) und daher |n | 224; 


denn » ist von der Größenordnung der Schallgeschwindigkeit. Es wird 


also | 7 |« 1 wenn A« A, d.h. wenn die mittlere freie Weglänge klein 
gegen die Schallwellenlänge ist. Da aus physikalischen Gründen Schall- 
wellenlängen, die vergleichbar mit oder klein gegen die mittlere freie 
Weglänge sind, wenig Sinn haben, so liegt praktisch immer der Fall 
<1 vor. 
Der Diffusionskoeffizient ist von der Größenordnung v A und daher 
gilt [vgl. "!)], da | m | von der Größenordnung 1 ist, 
A 


(3,2) au vA, also | may |v 


A 
Für die Wärmeleitfähigkeit gibt die kinetische Gastheorie die 
Größenordnung oc, Av (c, = spezifische Wärme bei konstantem Volu- 
men) also wird auch 
(3,3) Imeln 2a. 
Für die Größen m bi gilt eine entsprechende Abschätzung auf Grund 
der Tatsache, daß 


i=1 k=1 
nicht-negativ definit ist [Folgerung aus dem zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik, vgl. !°)]. 

Für Luft unter Normalbedingungen mit einer freien Weglänge von 
6+ 10~* cm und einer Schallgeschwindigkeit von 333 m/sec ist also die 
Vernachlässigung höherer Potenzen der maj, mb;, mc, n erlaubt, 
solange die Frequenz klein gegen etwa 10° sec! ist. 

Für die Koeffizienten 4;,, durch welche die Umwandlungsgeschwin- 
digkeiten bestimmt sind, liegen andere Verhältnisse vor. Für hinreichend 


E 


J. Meixner. Absorption und Dispersion des Schalles in Gasen usw. 477 


kleine Frequenzen sind | 4, |, soweit sie nicht verschwinden, groß 
gegen 1, aber für genügend hohe Frequenzen, die jedoch noch unterhalb 
der Grenzfrequenz »/A liegen, werden sie, wenigstens zum Teil, kleiner’ 
als 1 werden. Gerade das Gebiet | 4;,| ~~ 1 ist jenes, in welchem mole- 
kulare Dispersion und Absorption eine wesentliche Rolle spielen. 

Diese Eigenschaft der A;; machen wir uns am Beispiel eines Gases 
mit gleichen Molekülen klar, die im Grundzustand M, und im Anregungs- 
zustand M, existieren können. Die Umwandlung M, —— M, soll durch 
die ZweierstoBreaktion M, + M,——— M, + M, erfolgen. Die Berück- 
sichtigung anderer Zweierstoßreaktionen wie 


M, + M => MM, 
würde an der folgenden Abschätzung nichts Wesentliches ändern. 


Die Stoßzahl der Moleküle M, gegen M, ist von der Größenordnung 


n,2qv pro Kubikzentimeter und Sekunde; n, bzw. n, = Zahl der Mole- 
küle M, bzw. M, pro Kubikzentimeter, g = Wirkungsquerschnitt. 
Ist a die Stoßausbeute, so wird 


n ny Ne) L 
und fiir kleine Abweichungen vom chemischen Gleichgewicht 
I, ~ *) 
L ne ms es 
M = Molekulargewicht, L = Loschmidtsche Zahl; n,, n, = Gleich- 


gewichtswerte von n, und n,. Ein Vergleich mit (2,8) unter Berücksichti- 
gung (2,10) liefert wegen (2,23) 


p M M 24 a 
A . 2m | —— 
|! vo RT L A 
(3,4) | a Wellenlänge 
freie Weglänge 


_ Falls a, wie das in vielen Fällen gilt, klein gegen 1 ist, wird also 
| Ay, | den ganzen Bereich von Werten > 1 bis zu Werten < 1 durch- 
laufen, wenn w alle praktisch in Betracht kommenden Frequenzwerte 
annimmt. 

Wir werden später sehen, daß | A,, |! von der Größenordnung des 
Produktes aus Frequenz und Relaxationszeit ist; das bedeutet, daß die 
Relaxationszeit von der Größenordnung der Zeit zwischen zwei Stößen 
eines Moleküls dividiert durch die Stoßausbeute u ist. 

Wir vernachlässigen nun die Glieder mit rae b;, c, n in der Deter- 
minantengleichung (2,30). Sie geht dann in eine lineare Gleichung für 
m über, deren Lösung wir mit m, bezeichnen. Sie berücksichtigt die 
reaktionskinetische Schallabsorption und -dispersion, aber nicht die 
durch innere Reibung, Diffusion und Wärmeleitung bedingte. m, ist eine 
rationale Funktion in den A,,. Sie stellt sich als Bruch dar, dessen 
Zähler und Nenner Polynome in w von höchstens dem Grad N —n 


2 
| — n nn. M 
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sind; denn wegen der linearen Abhängigkeit der A,;, nach (2,14) lassen 
sich wenigstens n Zeilen der Determinante (2,30) von den A;; freimachen. 

Nehmen wir nun die Glieder mit a;;, b;, c, mit und berücksichtigen 
die oben durchgeführten Abschätzungen, so erkennen wir, daß wir in 
allen Gliedern, die die a;;, b;, c, 7 enthalten, m durch den Näherungswert 
m, ersetzen und m — m, als lineare Funktion in den a;;, b;, c, 1 ausetzen 
dürfen; der Koeffizient von n ist — = ; die Koeffizienten der anderen 
Glieder sind wieder linear gebrochene Funktionen in den A;;, d.h. von w, 
aber von im allgemeinen höherem Grad (vgl. unten). 

Damit ist nun die Frage beantwortet, wie sich die Kirchhoff- 
sche Absorption und Dispersion durch innere Reibung und Wärmeleitung, 
die Absorption und Dispersion durch Diffusion und Thermodiffusion, 
sowie jene durch chemische Reaktionen überlagern. Die Überlagerung 
ist nicht rein additiv; die Absorption und Dispersion durch innere Rei- 
bung, Wärmeleitung und Diffusion hängt noch von den Ax, d. h. von 
den Geschwindigkeiten der möglichen chemischen Reaktionen ab. Wie 
diese Abhängigkeit im einzelnen aussieht, soll unten an einzelnen Bei- 
spielen näher erläutert werden. 

Von Interesse ist die Zahl der für das dynamische Verhalten eines 
Gases überhaupt maßgeblichen phänomenologischen Koeffizienten und 
der durch experimentelle Untersuchung der Schallabsorption und -dis- 
persion grundsätzlich bestimmbaren Koeffizienten. Die Zahl von un- 


abhängigen A;; ist wegen (2,14) und (2,15) gleich = (N—n) (N—n—1), 


von unabhängigen a, wegen (2,15) und (2,16) gleich — N(N—1) von 


unabhängigen 6; wegen (2,16) gleich N — 1; dazu kommen noch ¢ und 7. 
Die Gesamtzahl von unabhängigen phänomenologischen Koeffizienten 


ist also N? —n oe +1. Diese Zahl gilt nur unter der 


Voraussetzung, daß die I’; fir 1 =n-+1,..., N voneinander unabhängig 
sind. Sie verringert sich, wenn zwischen diesen J"; noch lineare Beziehun- 
gen bestehen; das tritt z. B. ein, wenn die Zahl der möglichen chemischen 
Reaktionen kleiner als N — n ist. 

Allgemein stellt sich m als ein Bruch dar, dessen Zähler ein Polynom 
in w von höchstens dem Grad 2 N —2n + 1, dessen Nenner ein solches 
von höchstens dem Grad 2 N —2n ist (vgl. die unten behandelten 
Beispiele). Die Zahl der unabhängigen Koeffizienten ist daher höchstens 
4 N —4n + 2. Da nun für sehr kleine Frequenzen m von den Aj, aj, 
b;, c unabhängig und somit durch statische Größen ausdrückbar wird, 
so verringert sich die Zahl der unabhängigen Koeffizienten des Bruches 
um 1. Die Zahl der experimentell grundsätzlich bestimmbaren phäno- 
menologischen Koeffizienten ist daher höchstens gleich 4 N —4n + 1; 
die Zahl der praktisch bestimmbaren Koeffizienten wird meist kleiner 
sein. Wenn man nun z. B. ein Gas mit Molekiilen betrachtet, die auBer im 
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Grundzustand noch in N — 1 angeregten Zuständen auftreten, so ergibt 
sich als Zahl der unabhängigen phänomenologischen Koeffizienten 
N*—N-+2 wegen n=1 und dies ist für N>4 größer als 4N—4n+1; 
daran sieht man, daß aus Messungen der Schallabsorption und -disper- 
sion allein nicht immer alle phänomenologischen Koeffizienten ermittelt 
werden können. 

Ist die Frequenz so groß, daß die Ay in (2,23) alle als klein gegen 
Eins angenommen werden dürfen, so ergibt sich aus (2,3). 


m = ? 
Aix 
—(C,T)(w—(C,T) 
(3,5) | R2 


— C, T) (uw. —C,T) 


—C,T) -+e 


Diese Beziehung gilt auch fiir mittlere und kleine Frequenzen, 
2 . 
solange | < . Für = 0 (i, k= 1, 2, ..., N) ist hierin 


das Ergebnis von Kohler?) enthalten (vgl. auch unten). In dieser 
Naherung tritt keine Dispersion auf, da die Zusatzglieder zu C,/C, 
alle rein imaginär sind. Der Absorptionskoeffizient x pro Zentimeter 
berechnet sich aus (3,5) und (2,29) zu 


i=1k 


(3,6) ; | u; —C,T) (u —C,T) 
¢ 
Den Ausdruck (- aa) y u, —C,T)(u,—C,T) kann 


imtk=l 


man formal als Volumenviskosität des Gases bezeichnen; denn für ein 
Gas mit indifferenten Komponenten, das neben dem Reibungskoeffi- 


. 
& 
uU; 
. 
| | 
| 
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zienten 7 noch eine Volumenviskosität vom angegebenen Betrag besitzt, 
ergibt sich derselbe Absorptionskoeffizient. 

Wir geben nun noch m unter Berücksichtigung der inneren Reibung, 
der Wärmeleitung und der Diffusion für zwei Beispiele an. 

Für ein Gas, das nur aus einer Molekülart besteht, welche im Grund- 
zustand und in einem angeregten Zustand auftritt, folgt aus (2,30), 


wenn D= or gesetzt wird, wo 4 — u, die Anregungsenergie pro 
Mol ist, und wenn M, = M, = M 
@,DZ2+25,DZ+c 
Dabei ist zur Abkürzung gesetzt 
1 A 
(3,8) 
Z Yı Ya 
Für | A,,| < 1 geht (3,7) in die für dieses Beispiel spezialisierte 
Yı Ya 


Beziehung (3,5) über. Der Ausdruck io. wird gewöhnlich als Re- 
1 
laxationszeit der molekularen Absorption und Dispersion bezeichnet. 


Für ein Gas mit einer Molekülart im Dissoziationsgleichgewicht 
mit den die Moleküle aufbauenden Atomen folgt aus (2,30), wenn 
D= a gesetzt wird, wo 2u,— u, die Dissoziationsenergie pro 
Mol Molekiile ist, und wenn M, = 2 M, = 2M 
f PR 
Anz 


on + Ay ZD)— Aj, Z D? 


(3,9) ; 2 
4a, >) 


{Fu +Ay,Z(D+1)}—A,,Z(D+ A,,ZD|— Ay zp} 


Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt 


(3,10) 
Z 9 
Auch (3,9) geht natürlich für | A,, | < 1 in die für dieses Beispiel 
spezialisierte Beziehung (3,5) über. 
Man erkennt bereits an diesen beiden einfachen Beispielen, daß die 
verschiedenen irreversiblen Anteile in der Schallwelle sich in sehr kom. 
plizierter Weise zur gesamten Schallabsorption und -dispersion zusam- 


. 
N 
i 
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mensetzen. Die Komplikation wird noch dadurch vergrößert, daß zum 
Vergleich mit dem Experiment der Real- bzw. Imaginärteil von m*'» 
zu bilden ist [vgl. (2,28) und (2,29)]. 


4. Eine einfache Berechnung des Schallabsorptionskoeffizienten 
bei langsamen Reaktionen bzw. bei hohen Frequenzen 
unter Anwendung des Begriffs der lokalen Entropieerzeugung 


Für die lokale Entropieerzeugung # bzw. die Energiedissipation 
T» pro Kubikzentimeter und Sekunde in einem Gas, in welchem 
irreversible Prozesse ablaufen, haben wir früher!®) den folgenden Aus- 
druck angegeben 
NN 


4 Ov \2 

imi, 


i=1k=1 
y Aj, Mi My - 


i=Lk=1 


Dabei haben wir bereits auf den Fall der Abhängigkeit von einer 
einzigen Koordinate spezialisiert. Es ist zu erwarten, daß die Energie- 
dissipation mit dem Absorptionskoeffizienten x der Schallwelle zusam- 
menhängt. Wir denken uns die Geschwindigkeit in der Schallwelle durch 
(4,2) v = v, cos (k x —w the—** 
gegeben. Dann ist die mittlere Energie pro Kubikzentimeter, nämlich 
kinetische und potentielle Energie, gleich 0, v2. Sie wird mit der Schall- 
geschwindigkeit vg transportiert. Die Divergenz des Energiestromes 
0, V2 vs, mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, gibt uns die 
pro Kubikzentimeter und Sekunde absorbierte Energie an; sie ist 
2x0, 0? vs. Wir bekommen also durch Gleichsetzen dieses Ausdrucks 
mit der mittleren Energiedissipation 7 pro Kubikzentimeter und 
Sekunde für den Absorptionskoeffizienten 


(4,3) 
2 Q v? Ug 

Zur weiteren Berechnung von x nehmen wir an, daß die | A;; | klein 
gegen | sind; das bedeutet kleine Reaktionsgeschwindigkeiten oder hohe 
Frequenzen. Die | a;; |, |b; |, le], | 7 | sind von selbst in den in Frage 
kommenden Frequenzbereichen klein gegen 1, wie im vorhergehenden 
Abschnitt gezeigt. wurde. Bei der Berechnung von x genügt es dann, 
sich auf die linearen Glieder in den phänomenologischen Koeffizienten 
az, 6;, c, n, Ay zu beschränkem; nach (4,1) können wir daher in Lp,, 


(4,1) | 


Lr, Ly, Ad jene Lösung der Grundgleichungen einsetzen, bei der 


die irreversiblen Prozesse vollkommen vernachlassigt sind, dann ist 
nämlich 7’ # bereits genau in den linearen Gliedern in a;;, b,, c,n, Ay - 


= 
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Bei Vernachlässigung der irreversiblen Prozesse ergibt sich aus 
(2,23) bis (2,26) 


v R dv C, p 

(4,4) t= Us T 0, m T, Vg ry T, 
Es wird dann 
(4,5) M;, Lp = (u,—C,, T) ik 
(4,6) Ly = R ik | 
7 Us 
R 

(4,7) M, = — C, T) +, 


Die in (4,7) durch Punkte angedeuteten Glieder hängen nicht vom 
Index ab und fallen daher in der Doppelsumme über Ay u; u, wegen 
(2,17) weg. Bevor wir nun diese Ausdrücke alle in (4,1) einsetzen, haben 
wir den reellen Teil zu bilden. Es ergibt sich dann für den Absorptions- 
koeffizienten x genau der in (3,6) angegebene Ausdruck. 

Für eine Mischung von zwei einatomigen indifferenten Gasen wurde 
der Ausdruck (3,6) bereits von Kohler?) angegeben. 

Eine bemerkenswerte Vereinfachung ist bei einer Mischung von 
beliebig vielen indifferenten (also auch nicht anregbaren) Gasen möglich: 
hier sind die Ruheenergien der Moleküle voneinander unabhängig, sie 
können also auch unabhängig voneinander alle gleich Null gesetzt werden. 
Dann treten aber im Absorptionskoeffizienten wegen u; = C, 7 nur 
noch n und c in Erscheinung, dagegen nicht mehr die Koeffizienten 
a, und 8;. > ist nach (2,6) und (2,7) die Wärmeleitfähigkeit bei 
räumlich konstanten, mit u;=0 für 7’ =0 normierten, Planckschen 


charakteristischen Potentialen 


5. Absorption und Dispersion des Schalles 
unter Berücksichtigung der möglichen Elementarreaktionen 


Die im zweiten Abschnitt entwickelte Endformel (2,30) für die 
Schallabsorption und -dispersion enthält keine besonderen Annahmen 
über die Art der einzelnen Elementarreaktionen, die im Gas ablaufen. 
Sie enthält -auch keine Annahmen über die Geschwindigkeiten von 
unabhängigen Bruttoreaktionen. Die ganze Mannigfaltigkeit von Re- 
aktionsmöglichkeiten ist in dem allgemeinen phänomenologischen Ansatz 
(2,8) enthalten. Die A, hängen in einer zunächst nicht festgelegten 
Weise von den Zustandsgrößen des Gleichgewichtszustandes ab. Als 
solche kommen in Betracht die absolute Temperatur, die Dichte und 
die Konzentrationen der frei und gebunden vorhandenen chemischen 


Elemente Cy ( = 1,2, ...,. m) in Mol pro Gramm. 
e 


= 


J. Meixner. Absorption und Dispersion des Schalles in Gasen usw. 483 


Es ist nun nicht schwer, die Koeffizienten A;; mit den Geschwindig- 
keiten der Elementarreaktionen in Zusammenhang zu bringen. Wir 
schreiben die Reaktionsgleichungen in der Form 

N N 
(5,1) [Mi] = (Mi); a= 1,2,...,0. 
i=1 i=1 

Als Symbol des Molekiils der Komponente i steht hier [M;]. 
Gl. (5,1) gilt auch, wenn man die [M;] durch die Molekulargewichte M; 
ersetzt (Satz von der Erhaltung der Materie). Ist o> N —n, so sind 
die Elementarreaktionen notwendig voneinander abhängig. Es gelten 
die Beziehungen 


N 2 
(5.2) (a=1,2,...0 j=1,2,...,n. 


i=1 i=1 


Die Reaktionslaufzahlen o 


wie oft die Reaktion a pro Kubikzentimeter und Sekunde von links nach 
rechts abläuft. 9 R, (/) gibt also an, wie oft die Reaktion a pro Kubik- 
zentimeter zur Zeit t abgelaufen ist, wobei R, in einem willkürlichen 
Anfangszeitpunkt gleich Null gesetzt ist. Dann folgt für die Umwand- 
lungsgeschwindigkeiten!!) 


[in ) y, genannt] sollen angeben, 


o 
dR, 
63) Mi G=12...,N. 
a=1 
Für die Reaktionslaufzahlen gilt allgemein das Massenwirkungs- 
gesetz der Reaktionskinetik unter Beriicksichtigung des Prinzips des 
detaillierten chemischen Gleichgewichts 


N ¥ 

| dR 2 Pxi M; RT M; Tr 
(5,4) = @, —ei-l 

| ®,20, (a=1,2,..., 0) 
oder bei kleinen Abweichungen vom chemischen Gleichgewicht 

x 

(5.5) 0 dt RT y (pri qxi) M; (mi Hi) ’ (a 1, 2, 0). 


int 

Die Gleichgewichtswerte der chemischen Potentiale haben wir durch 
Uberstreichen bezeichnet. Die ®, geben uns ein Maß für die Geschwin- 
digkeiten der einzelnen Elementarreaktionen. Die Koeffizienten Ay 
lassen sich durch die ®, in folgender Weise ausdrücken?!) 


M; M, 


o 
RT y (Pri — xi) (Par — Yar) 


a=1 


2=1,2,...N). 


| 


(5,11) 
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Setzt man (5,6) in (2,30) ein, so ist tatsächlich die Schallabsorption 
und -dispersion durch die Geschwindigkeiten der einzelnen Elementar- 
reaktionen ausgedrückt. 

Wir wollen jedoch an Stelle von (2,30) noch eine andere gleich- 
wertige Determinantengleichung für m angeben, indem wir von vorn- 
herein die Elementarreaktionen an Stelle der phänomenologischen An- 
sätze (2,8) zugrundelegen. Dazu behalten wir (2,1), (2,3), (2,4) und (2,5) 
in ihrer ursprünglichen Gestalt bei und ersetzen in (2,2) die J’; durch (5,3). 
Dazu treten die Reaktionsgleichungen (5,5). Das sind nun 4+ N +o 
Gleichungen für die Unbekannten o, p, T, v, c;, R, Wir gehen in sie 
mit dem Ansatz (2,18) bis (2,22) ein, den wir durch 


ergänzen. » und p werden wieder eliminiert, und es ergibt sich dann durch 
Nullsetzen der Determinante des homogenen linearen Gleichungssystems 
fiir r, T, c;, R, in leicht verständlicher abgekürzter Schreibweise 


I—m— — n. Yı 0 
N N 
R y T t ¢, RT Vk t b; ( 
j=l j=l 
aij RT —b,, — Yi iz, Pai 
)=1 
N N bap 
j 
— 93). y (48; — PB; ) RT’ 
j=1 j=l 
wo 
und 
(5,10) =1 fir a=ß, =0 fir 


Falls es erlaubt ist, innere Reibung, Wärmeleitung und Diffusion zu 
vernachlässigen, läßt sich die Determinante (5,8) in eine solche mit 
2 + o Zeilen und Spalten umwandeln 


N 
m— I, ‚N, — ap). 
u; 


N a u; ö B (ppi— 9B; ) 


j=l j=1 


Yi 


| 
=v. 
| 
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Sie ist nach (5,9) ein Polynom in » vom Grad oa. Die niedrigste 
Potenz von m hat den Exponenten o — N + n. Um das einzusehen, 
ist zu beachten, daß die o-Systeme (i=1,2,..., N) nicht von- 
einander unabhängig sind, wenn die Zahl der Elementarreaktionen 
größer als N —n ist. Man kann also die o — N + n letzten Zeilen der 


Determinante (5,11) mit Ausnahme der Glieder mit den ®, zum Ver- 
schwinden bringen, wenn man geeignete Linearkombinationen der vor- 
hergehenden N —.n Zeilen zu -den letzten o — N + n Zeilen addiert. 
Aus jeder dieser letzten Zeilen läßt sich dann ein Faktor w7—* +” heraus- 
heben. Damit bleibt das im zweiten Abschnitt gefundene Ergebnis 
bestehen, wonach m, sich als Quotient zweier Polynome in w darstellt, 
von denen jedes höchstens vom Grad N — n ist. 

Für @ = Oergibt sich aus (5,11) oder auch aus (5,8), wenn erst durch 
w?—* +" dividiert wird, eine Gleichung für m, die von den ®,frei wird. 
m hat dann die Bedeutung des differentiellen Isentropenexponenten; 
er stimmt mit dem von Damköhler?) für ihn angegebenen Wert überein. 
Mit Hilfe des Isentropenexponenten läßt sich die Zustandsgleichung 
des Gases bei reversiblen, adiabatischen und differentiellen Zustandsän- 
derungen in der Form po” = konstant schreiben. Er läßt sich auch 
ohne dynamische Betrachtungen durch Anwendung des zweiten Haupt- 
satzes gewinnen durch die Voraussetzung, daß die Entropie bei einer 
isentropen Zustandsänderung konstant bleibt. Gleichwertig mit der 
Voraussetzung konstanter Entropie ist, wie sich beweisen läßt, die von 
Damköhler bei seiner Berechnung des Isentropenexponenten gemachte 
Voraussetzung, daß bei isentropen Zustandsänderungen sich die innere 
Energie nur durch die Arbeit gegen den äußeren Druck ändert. 

Als Anwendungsbeispiel für die in diesem Abschnitt entwickelte 
Determinantengleichung (5,8) behandeln wir ein Gas mit Molekülen der 
Masse M, die sich im Grundzustand [M,] bzw. in dem angeregten 
Zustand [M,] befinden können. Es mögen folgende Zweierstoßreaktionen 
auftreten. 

[M,] + [M,] + [M2], 
[M,] + + [M,], 
[M,] + [M;] + 


Ferner enthalte das Gas noch eine Komponente M,, die mit den 
ersteren Molekülen nicht chemisch reagieren, aber durch Zweierstoß 
An- und Abregungsprozesse bewirken kann. 


[M3] + [IM [M5] + [M2]. 


Es ist also die Zahl der Komponenten N = 3, die Zahl der Re- 
aktionsgleichungen o=4. Die Determinante (5,8) hat in diesem Fall 9 
Zeilen und ebensoviel Spalten. Sie reduziert sich jedoch auf eine solche 
von 6 Zeilen und 6 Spalten, wie sie für die erste Reaktion allein gelten 
würde, nur daß an Stelle von ®, die Kombination ®=®, + 4@, + 
+®,+®, tritt. Es scheint also zunächst nicht möglich, aus Schall- 
absorptions- und -dispersionsmengen allein auf die Geschwindigkeiten 
der einzelnen Elementarreaktionen zu schließen. Da aber die Konzentra- 


: 
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tionsabhängigkeit der ®, aus der Reaktionskinetik bekannt ist, anderer- 
seits aber der Fremdgaszusatz y, (aber nicht das Verhältnis y, : y, bei 
fester Temperatur) variiert werden kann, so läßt sich aus Messungen 
der Schallabsorption und -dispersion wenigstens ®, für sich bestimmen. 
Die phänomenologischen Ansätze (2,8), wie sie bei kleinen Abweichungen 
vom chemischen Gleichgewicht gelten, haben als Koeffizienten 


Mm: 
Ay = — Ay = — An = An = (Pi + 4% +O, 


Ay = Ay = Ay = Ay = Ay = 0, 
so daß sich auch bei anderen Untersuchungen an Systemen mit kleinen 
Abweichungen vom chemischen Gleichgewicht nur ®, +49, + ®, 
und ®, ermitteln lassen. Nähere Aufschlüsse über die Einzelwerte ®,, 
®, und ®, können nur Messungen an Zuständen des Gases, in denen 
die Abweichungen vom chemischen Gleichgewicht groß sind, geben. 


Nun wollen wir für dieses Beispiel noch m berechnen. Es ergibt sich 


_ 1 
m=1—-—n+ 
N 
5,13 
i=1 i=1 k=1 
(C, — D? ya)? 
wo 
C, u 
C, 
(5,14) a — Dy (1+ Dye, 
_ % 2 
(5,15) = D= RT 


Bemerkenswert an (5,13) ebenso wie an (3,9) ist die Tatsache, daB 
die a;;, b;, ¢ als Koeffizienten einer quadratischen Form eingehen. Dieser 
Eigenschaft kommt allgemeine Bedeutung zu. 


Zusammenfassung 


Die Absorption und Dispersion des Schalles in idealen Gasen belie- 
biger Zusammensetzung wird untersucht; die einzelnen Komponenten 
des Gases können aus anregbaren bzw. chemisch reagierenden Molekülen 
bestehen. Strahlungsprozesse bleiben unberücksichtigt. 

Zunächst wird das Problem rein phänomenologisch behandelt. Im 
Gas treten als irreversible Prozesse innere Reibung, Wärmeleitung und 
Diffusion, Anregungsprozesse und chemische Reaktionen auf. Jeder 


‘ 
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dieser Vorgänge liefert seinen Beitrag zur Absorption und Dispersion, 
doch überlagern sich diese Beiträge nicht additiv; sie beeinflussen sich 
gegenseitig. Für den Mechanismus der im Gas ablaufenden chemischen 
Reaktionen und Anregungsprozesse sind keine besonderen Voraussetzun- 
gen nötig; ähnlich wie für die innere Reibung, Wärmeleitung und 
Diffusion lassen sich auch für die Umwandlungsgeschwindigkeiten phäno- 
menologische Ansätze machen, deren Koeffizienten man zwar durch die 
Geschwindigkeiten der Elementarreaktionen ausdrücken kann, sofern 
diese bekannt sind, die man aber auch als reine Materialkoeffizienten 
einführen kann. Die allgemeine Formel für die Absorption und Disper- 
sion wird diskutiert; eine explizite Berethnung unter vollständiger Be- 
rücksichtigung von innerer Reibung, Wärmeleitung und Diffusion erfolgt 
für die beiden Fälle eines Gases mit dissoziierenden Molekülen und eines 
Gases mit Molekülen, die außer im Grundzustand auch noch in einem 
angeregten Zustand auftreten können, sowie allgemein für den Fall 
großer Frequenzen bzw. kleiner Umwandlungsgeschwindigkeiten. 

Sind die im Gas auftretenden Elementarreaktionen bekannt, so 
lassen sich ihre Geschwindigkeiten aus dem Massenwirkungsgesetz der 
Reaktionskinetik ermitteln. Die Absorption und Dispersion des Schalles 
ist dann direkt durch die Elementarreaktionen ausdrückbar. Nach Her- 
leitung allgemeiner Formeln wird als Beispiel ein Gas mit Molekülen 
betrachtet, die einen angeregten Zustand aufweisen; ferner enthält das 
Gas eine zusätzliche indifferente Komponente, die jedoch durch Zweier- 
stoß Anregung bewirken kann. Für diesen Fall wird die Absorption und 
Dispersion allgemein angegeben und diskutiert unter vollständiger Be- 
rücksichtigung der inneren Reibung, Wärmeleitung und Diffusion. 

Der Zusammenhang der Schallabsorption mit der lokalen Entropie- 
erzeugung bzw. Energiedissipation wird für den Fall hoher Frequenzen 
bzw. kleiner Umwandlungsgeschwindigkeiten näher untersucht. 

Ergänzungen zur entwickelten Theorie und Anwendungen sollen 
im II. Teil dieser Arbeit gegeben werden. 
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Regenbogenfarben 
Von Eberhard Buchwald?) 


(Mit 5 Abbildungen.) 


1. Die Arbeiten Sommerfelds zur Beugung elektromagnetischer 
Wellen sind bahnbrechend gewesen und tragen weiter Frucht, wie soeben 
in einem Sammelbericht über die klassische Optik der letzten Jahre 
erneut betont werden konnte?). So mag im folgenden dem verehrten 
Jubilar vom 5. Dezember eine kleine Gabe aus der Beugungstheorie 
überreicht werden. Daß sie alsbald in die Farbenlehre ausartet, ist be- 
denklich; aber selbst hierfür ließen sich Entschuldigungsgründe aus 
dem reichen Lebenswerke des Gefeierten beibringen. 

Wir greifen noch einmal das Problem der Regenbogenfarben 
auf, weil in seiner naturnächsten Behandlung?) die kurzwellige Seite des 
Spektrums durch einen Rechenfehler nicht genügend zu ihrem Rechte 
gekommen ist*), ganz abgesehen davon, daß in dem inzwischen vergan- 
genen halben Jahrhundert die Methoden der Farbenlehre weitergebildet 
und vereinfacht worden sind. Die Theorie in ihrem rein physikalischen 
Teil geht in der strahlungsoptischen Fassung auf Descartes, in der 
wellenoptischen auf Airy zuriick®). Airy leitet folgendes ab. Beim 
Durchgang durch den Wassertropfen wird die ebene Wellenfront W, W, 
(Figur 1) zu der teils konvex, teils konkav gekrümmten Front W, W,. 
Deren Wirkung auf das Auge ist nach wellenoptischen Verfahren, also 
wesentlich nach Huygens-Fresnel zu berechnen. Durch den Wende- 
punkt von W, W, geht der am wenigsten abgelenkte Strahl 1...1’ Er 
erscheint gegen die Richtung Sonne—Auge—Bogenmittelpunkt im roten 
B-Licht (6870 A) unter dem Winkel ©, = 42° 16’, im violetten H-Licht 
(3968 A) unter 40° 22’. Von ihm aus wird fiir jede Farbe der variable 
Winkel @ gerechnet, positiv nach innen. Wir wählen einen Tropfen- 
radius a und eine Wellenlänge A mit der Brechzahl n gegen Wasser, 
setzen abkürzend 


9 /4—n? 
(1) 


1) Herrn A. Sommerfeld zu seinem 75. Geburtstage gewidmet. 

2) Klassische Optik 3 in der „Physik‘‘ 10, 51, 1942. 

3) J. M. Pernter, bes. Wien. Ber 106, Abt. II a, 135, 1897 und J. M. Pernter 
u. F. M. Exner, Meteorologische Optik, Wien u. Leipzig 1922, S. 527 bis 602. 

4) Handb. d. Physik XX, Anmerkungen auf S. 78 u. 80. 

5) G. B. Airy, Trans. Cambr. Phil. Soc. 6, 379, 1838; 8, 593, 1848, ersteres 
auch in Pogg. Ann. Erg.-Bd. 1, 232, 1842. 


Eberhard Buchwald. Regenbogenfarben 489 


und gehen von zur Variablen 


Abb. 1. 


Hier ist Ej die relative spektrale Energieverteilung im Sonnenlicht, und 
f (z) ist das Airysche ‚‚Regenbogenintegral‘, 


(2) = f cos w—zu)du, (4) 


das tabelliert vorliegt und eine oszillierende Funktion darstellt sehr 
ähnlich der, die man von der Beugung an der Halbebene her kennt. 

Fiir jede Farbe steht also ein Beugungsstreifensystem nach Figur 
2 am Himmel, das von außen, d. h. von negativen oder z her bis 
y = z= 0, der in der Figur gekennzeichneten Richtung des minimal 


Abb. 2. 


/ 


abgelenkten Strahles in seiner Intensität allmählich ansteigt und weiter 
eine Reihe von Maximis und Nullstellen durchläuft, wobei die Höhe der 


5 2 
Maxima noch von dem Amplitudenfaktor in (3), (7) Is und davon 
Aunalen der Physik. 5. Folge. 43 32 


2 
4 
6a? 
=2 2 
> 5 (2) 
über. Dann ist die Lichtenergie aus der Richtung z gegeben durch 4 
N= (2) = 
W, 
> q 
3 
2 
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abhängt, wie stark die Farbe im Sonnenlicht vertreten ist. Die lang- 
welligen Streifensysteme liegen weiter draußen (größeres ©,!) und haben 
größere Streifenbreite wie immer bei Beugungserscheinungen, die kurz- 
welligen sind nach innen verschoben und haben kleinere. Schließlich 
ist in Rechnung zu setzen, daR die Sonne einen Winkeldurchmesser von 
30’ hat, was man in erster Annäherung dadurch berücksichtigt, daß 
man der Richtung nicht die für sie berechnete Energie zuschreibt, 
sondern die über den Nachbarbereich + 15’ gemittelte. 

So gewinnt man für willkürlichen Tropfenradius a und Elevations- 
winkel 9 = 0, — » Kurven der spektralen Energieverteilung r (G1.3), 
wie die von Figur 3, die für a = 250 u und © = 40° 0’ gilt.. 


500 


950 500 550 600 (B50 my 
- Abb. 3. 


2. Soweit der rein physikalische Teil. Nun fragt es sich, zu 
welchem Farbreiz sich die so über das Spektrum verteilten Lichter 
zusammensetzen, und damit treten die ins Physiologische übergreifenden 
Methoden der Farbenlehre in ihr Recht. Man hat international 3 Normal- 
reize festgelegt, die wir kurz Rot, Griin und Blau nennen, und weiB, 
wieviel jeder mit der Intensität 1 begabte Spektralbereich d/ anteilig 
von ihnen enthält. Seien diese Beträge x; dA, yj, dd, z3d/, so liefert 
unsere Intensitätsverteilung (3) die Beiträge Lj tj, x, dA..., und das 
gesamte sichtbare Spektrum liefert 


720 mp | 
X= Y und Z entsprechend. 
380 mu 
Man vermeidet die umfangreichen Multiplikationen des von uns 
berechneten r mit den u. a. fiir direktes Sonnenlicht = ,,Normalbeleuch- 
tung B“ tabellierten E, ZA usw!) und die graphischen Integrationen, die 
ee zur Bestimmung des Farbenreizes in einer Sehrichtung bei 


Rn S. z. B. Din-Blatt 5033, „Bewertung und Messung von Farben‘, Beuth- 
Vertrieb G. m. b. H., Berlin SW 19, 
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einer Tropfengröße führen, indem man nach einer von Hardy und 
Pineo 1932 angegebenen ,,A uswahlordinatenmethode‘‘!) aus den t-Kurven 
einer Figur 3 an bestimmten, charakteristisch ausgewahlten, natiirlich fiir 
jeden Reiz verschiedenen Spektralstellen die Ordinatenwerte entnimmt 
und zusammenzählt: die Summe, noch mit einem konstanten Faktor 
multipliziert, stellt unmittelbar X, Y, Z dar. 

Diese drei Reizbeträge, Kennzahlen des Farbeindrucks, vermitteln 
aber kein anschauliches Bild von ihm. So geht man zu den Reizanteilen 
x, Y, z über: 

X Y Z 


und trägt sie als Dreieckskoordinaten in das Farbdreieck ein (Fig. 4), 


x 


a 


Abb. 4. 


x auf der Basis von der Ecke rechts, die dem Blaureiz zugehört, zur 
roten Ecke links seinen Wertebereich 0 bis 1 durchlaufend, y und z 
entsprechend auf den beiden andern Dreigcksseiten. Ungefähr in der 
Mitte liegt der Weißpunkt W; der Spektralzug ist eingezeichnet, ebenso 
die seine Enden verbindende Purpurgerade und als Hauptsache: die 
auf dem angegebenen Wege berechneten Farben eines Regenbogens vom 
Tröpfchenradius a = 500 u, mit Beifügung der Elevationswinkel © als 
Parameter. 

3. Was liest man aus diesem Kurvenzug heraus? Die Winkelangaben 
liegen zwischen 42° 20’ und 39° 0’; der Bogen erfüllt also etwa 3 Winkel- 
grade. Er beginnt bei den großen ©, also außen, mit Rot wie jeder 
Regenbogen; denn immer liegt nach (2) das rote Streifensystem.am weite- 
sten außen. Daß diese Farbe gesättigt ist, zeigt ihre Lage nahe dem Spek- 


1) A. C. Hardy und O. W. Pineo, Journ. Opt. Soc. Amer. 22, 430, 1932; 
M. Richter, Das Licht 10, 121, 1940. 
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tralzug. Es folgt ein gesättigtes Orange und mit geringerer Sättigung 
(Farbpunkte nahe dem Weißpunkt!) Gelb, Grün und Blaugrün. Immer 
ist der Farbton durch das A bestimmt, in dem die Gerade Weißpunkt — 
Farbpunkt den Spektralzug schneidet. Und der Bogen endet innen mit 
einem größeren blauen Bereich. Die Farbpunkte umspielen hier die Ge- 
rade vom Weißpunkt zum Spektralpunkt 480 mu; also haben sie alle 
diesen gleichen Farbton, wobei freilich der Reiz immer ungesättigter 
wird. Rot, Orange und Gelb erfüllen den ersten der drei durchgerechne- 
ten Grade, die matteren Töne des mittleren Spektralbereichs den zweiten, 
Blau mit seinem ungesättigten Ausklang den dritten. In summa: ein 
schmaler Bogen mit einmaligem Durchlaufen des Spektrums von Rot 


bis Blau und schließlichem Übergang in Weiß. — Das Problem der 
Helligkeit der Farben sei hier nicht behandelt. Es sei nur erwähnt, daß 
der Reizbetrag Y das relative Maß der Helligkeit ist. Aus dem Farb- 
dreieck läßt sich keine Aussage darüber entnehmen. 

4. Merklich anders sieht ein Regenbogen beim Tropfenradius 50 u 
aus (Fig. 5). Erstens ist jetzt die Winkelausdehnung auf etwa das Vier- 
fache gestiegen, die Rechnung ist über die 12'/, Grade von 45° 0’ bis 
32° 30’ durchgeführt. Selbstverständlich sorgt ein kleines beugendes 
Gebilde für eine Ausweitung der Beugungserscheinung, formelmäßig 
gesprochen der Airyschen Kurve. Zweitens: die Farbenfolge geht wieder 
von einem gesättigten Rot, das allerdings lichtschwach ist, so daß man 
mit einigem Recht auch Gelb als äußerste Farbe nennen könnte, über 
mattere Töne im mittleren Spektralbereich, ja über ein reines Weiß, zu 
einem gesättigten Blau über und kehrt darauf über Purpur zu Weiß 
zurück (9 = 38° 5’). Dann aber folgen „sekundäre Bögen“, nicht zu 
verwechseln mit ,,Nebenregenbégen“, die bei dem viel größeren O um 
52° liegen; alle unsere Überlegungen beziehen sich auf den „Hauptregen- 
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bogen“. Die sekundären Bögen sind farbig. Ein erster von 3/,° Aus- 
dehnung zeigt Gelb, ein zweiter ist purpur, violett, blau und blaugrün 
und umfaßt 3°, ein dritter von 1%/,° zeigt Orange, Rot, Purpur, Violett, 
Blau und Grün usw. Eine Helligkeitsbestimmung ergäbe scharf mar- 
kierte Maxima jeweils nahe dem Weißpunkt. Die Berechnungen stehen 
trotz mancher Vernachlässigung in guter Übereinstimmung mit der 
Erfahrung. Die sekundären Bögen z. B. sind unter Umständen sehr 
schön zu beobachten, wie denn überhaupt schon bei ungeübtem Auge 
leicht ein Rückschluß vom Aussehen des Bogens auf die Tröpfchengröße 
möglich ist. 

Die Bögen der zwischenliegenden a wird man nun einigermaßen 
interpolieren können. Noch kleinere Tropfengrößen durchzurechnen bie- 
tet wenigstens kolorimetrisch kein sonderliches Interesse; denn hier 
bilden sich die sogenannten weißen oder Nebelbögen. 

Eine umfangreichere Darstellung wird an anderer Stelle erfolgen. 
Heute berufen wir uns bei unserer zeitbedingten Kürze auf ein Goethe- 
wort: „Einen Regenbogen, der eine Viertelstunde steht, sieht man nicht 
mehr an.“ Seiner symbolischen Bedeutung aber wird ein andres Goethe- 
wort gerecht: „Wilde Stürme, Kriegeswogen — Rasten über Hain und 
Dach. — Ewig doch und allgemach — Stellt sich ein der bunte Bogen.“ 

Danzig-Langfuhr, Theoretisch-Physikalisches Institut der Tech- 
nischen Hochschule, im September 1943. 


(Eingegangen 18. September 1943.) 
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Die Energieverteilung im Spektrum der Röntgen- 
Bremsstrahlung*) 


von H. Kulenkampff und Lore Schmidt. 


(Mit 7 Abbildungen) 


Die wahre Energieverteilung im Spektrum der Röntgen-Brems- 
strahlung war bisher experimentell nur in dem kleinen Bereich von 
7 bis 12kV bekannt!) und es bestand schon lange die Aufgabe, Unter- 
suchungen auszuführen, die sich nach höheren Spannungen hin und 
möglichst über einen größeren Wellenlängenbereich erstrecken. Wir 
haben nun vor einiger Zeit Messungen zwischen 20 und 50 kV ausgeführt, 
die allerdings noch nicht in jeder Beziehung als abgeschlossen betrachtet 
werden können, weil einige wünschenswerte Ergänzungen zunächst zu 
Gunsten anderer Arbeiten zurückgestellt werden mußten. Wir glauben 
jedoch, daß wir durch die jetzt schon vorliegenden Ergebnisse wieder 
ein wenig. zur experimentellen Erforschung eines Gebietes beigetragen 
haben, welches seit mehr als 30 Jahren neben so vielen anderen Geheim- 
rat Sommerfeld immer wieder interessiert und zur theoretischen Be- 
handlung angeregt hat, und es ist uns deshalb eine besondere Freude, 
ihm den Bericht über diese Untersuchungen zu seinem 75. Geburtstag 
vorlegen zu können. 

Untersucht wurde die Bremsstrahlung einer normalen, ‚massiven‘ 
Antikathode, für die als Material Wolfram gewählt wurde, um eine 
Veränderung der Oberfläche durch Verdampfung des W.olframdrahtes 
der Glühkathode zu vermeiden. Bei einer ‚dünnen‘“ Antikathode, deren 
Strahlungs-Intensität für eine Messung mit spektraler Zerlegung zu 
gering ist, können Geschwindigkeitsverluste und Diffusion der Kathoden- 
strahlen weitgehend ausgeschaltet werden. Im Unterschied hiervon 
erhält man bei einer massiven Antikathode ein Spektrum, welches von 
Elektronen verschiedener Geschwindigkeit erzeugt wird und bei dem 
die im Elementarprozeß vorhandenen Richtungseffekte durch die Dif- 
fusion der Kathodenstrahlen stark verwischt sind. 

Die Messung, die zweckmäßig in üblicher Weise mit einem Kristall- 
Spektromefer und Ionisationskammer ausgeführt wird, liefert nicht 
unmittelbar die wahre spektrale Energieverteilung. Um diese zu bestim- 
men, hat man die wellenlängenabhängige Absorption zu berücksichtigen, 
welche die Strahlung bereits innerhalb der Antikathode und sodann auf 


*) Herrn Geheimrat Prof. Dr. A. Sommerfeld zum 75. Geburtstag am 
5. Dez. 1943 gewidmet. 

1) H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 69, S. 548, 1922. Vel. auch Handbuch 
der Physik, Bd. XX111/2, Kap. 3. 
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dem Wege bis zur Ionisationskammer erfährt, ferner eine etwaige Wellen- 
längenabhängigkeit des Reflexionsvermögens des Spektrometer-Kristalls 
und schließlich die Wirkung der Strahlung verschiedener Wellenlänge 
in der Ionisationskammer; von diesen Faktoren ist die Absorption in der 
Antikathode nur schwierig durch besondere Messungen zu bestimmen. 


I. Versuchsanordnung 


Die Versuchsanordnung bestand aus der Hochspannungsanlage, 
einer speziellen Röntgenröhre und einem Kristallspektrometer mit Ioni- 
sationskammer zur Intensitätsmessung. 


1. Als Hochspannungsquelle für die erforderliche konstante Gleich- 
spannung diente eine Transformatoranlage in der Greinacherschen 
Spannungsverdoppelungsschaltung mit 2 Glättungskondensatoren von 
je 0,2 uF. Da die Entladungsstromstärke nur etwa 2 mA betrug, ergab 
sich hiermit eine genügend geringe Welligkeit der Hochspannung. Zur 
Kontrolle der Spannung diente ein statisches Voltmeter nach Starke- 
Schröder, dessen Angaben auf etwa 1 bis 2 Proz. richtig sind, wie sich 
aus der Lage der kurzwelligen Grenze im Spektrum ergibt. 

2. Die Röntgenröhre. Zur Bestimmung der Absorption der Strahlung 
in der Antikathode ist eine Röntgenröhre erforderlich, deren Antikathode 
um eine senkrecht zur Kathodenstrahlrichtung und in ihrer Oberfläche 
liegende Achse gedreht werden kann. Es wurde eine für diesen Zweck 
besonders angefertigte Metall-Röntgenröhre verwendet; die mit Glas 
isolierte Glühkathode ist durch einen horizontalen Schliff, die Anti- 
kathode, die ebenso wie der Röhrenkörper geerdet ist, ist drehbar durch 
einen vertikalen Schliff eingeführt. Ihre Drehung kann mittels Licht- 
zeiger mit einer Genauigkeit von +5’ bestimmt werden. Unter einem 
Winkel von 90° zur Kathodenstrahlrichtung besitzt die Röhre ein spalt- 
förmiges Fenster zum Strahlaustritt, das mit Al-Folie von 0,026 mm 
Stärke abgedeckt ist. 

Damit die Absorption der Strahlung in der Antikathode nicht zu 
stark ist, dürfen die Messungen nicht bei einem zu kleinen Winkel yp 
zwischen Antikathodenoberfläche und Beobachtungsrichtung ausgeführt 
werden. Da aber auch eine größere Winkeldivergenz der Strahlung ver- 
mieden werden muß, ist es nötig, mit schmalem Brennfleck, d.h. einem 
parallel zum Spektrometerspalt liegenden Strichfokus zu arbeiten. 
Dieser hatte eine Breite von etwa 1,5 mm; unter einem Winkel y = 9°, 
bei dem die Hauptmessungen ausgeführt wurden, erscheint er mit einer 
wirksamen Breite von etwa 0,25 mm. 

3. Das Spektrometer. Der das einfallende Strahlenbündel begrenzen- 
de Eingangsspalt befindet sich in 24 cm Entfernung von der Antikathode 
der Röntgenröhre; er war bei den Messungen 0,18 + 0,01 mm breit 
(Spaltlänge 10 mm), sodaß bei der angegebenen Brennfleckbreite die 
Divergenz der Röntgenstrahlung 6’ beträgt. Der bei fester Kristallstel- 
lung erfaßte Wellenlängenbereich ergibt sich daraus zu /\ A = 10 XE, 
d.h. etwa 1 bzw. 4 Proz. der größten bzw. kleinsten vorkommenden 
Wellenlänge. Diese Unschärfe ist noch ohne Bedeutung bei Messungen 
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im kontinuierlichen Spektrum; sie muß nur beachtet werden bei der 
Festlegung der kurzwelligen Grenze der Spektralkurven. 

Der Kristall (Kalkspat) befindet sich in 10 cm Entfernung vom 
Eingangsspalt; seine Drehung kann an einem Teilkreis auf +1’ genau 
abgelesen werden. Die richtige Einstellung des Kristallwinkels konnte 
in einfacher Weise durch Linien der L-Serie des Wolframs geprüft 
werden. 

Die Drehung der Ionisationskammer, deren Eintrittsfenster sich 
in 10 cm Entfernung vom Kristall befindet, kann mittels eines anderen 
Teilkreises mit einer Genauigkeit von +5’ bestimmt werden. Das Ein- 
trittsfenster, das mit Al-Folie von 0,03 mm Dicke bedeckt ist, hat eine 
genügende Breite (3 mm), sodaß das reflektierte Strahlenbündel auch 
bei kleinen Einstellungs- oder Justierungsfehlern mit Sicherheit voll- 
ständig in die Kammer gelangt. Die Kammer hat eine Länge von 42 cm 
und einen Durchmesser von 10 cm und ist mit Argon unter 740 Torr 
Druck gefüllt. Mar. erreicht dadurch gegenüber Luftfüllung eine Erhö- 
hung der Empfindlichkeit je nach der Wellenlänge um einen Faktor 
10 bis 20, sowie den weiteren Vorteil, daß ein bei Luftfüllung sehr stören- 
der, durch Umgebungsstrahlung hervorgerufener Nulleffekt praktisch 
völlig zurücktritt, weil der Massenabsorptionskoeffizient der Röntgen- 
strahlung proportional Z* (Z = Ordnungszahl), der der Umgebungs- 
strahlung angenähert konstant ist. 

4. Das Elektrometer (Einfaden-Elektrometer von Edelmann) be- 
findet sich unmittelbar unter der Ionisationskammer und wird mit ihr 
zusammen um die Spektrometerachse gedreht. Auf diese Weise ist eine 
möglichst kurze Zuleitung und damit kleine Kapazität des Gesamt- 
systems erreicht; sie beträgt nur 12,0 + 0,5 pF. Die Empfindlichkeit des 
Elektrometers brauchte deshalb bei den meisten Messungen nicht be- 
sonders hoch zu sein; sie lag zwischen 5 und 10 Skalenteilen/Volt. 


II. Durchführung und Auswertung der Messungen 


1. Messung der spektralen Intensitätsverteilung. Die Intensitätsver- 
teilung im Spektrum wurde bestimmt in dem Bereich von 20 bis 50 kV 
in Abständen von etwa 5kV. Die genauen Spannungswerte ergeben 
sich aus der kurzwelligen Grenze der Spektralkurven; sie betragen 


19,8 246 294 343 39,3 44,1 49,0 kV. 


Die Intensitäten wurden durch Aufladung des Elektrometers gemessen; jeder 
Wert wurde als Mittel aus mindestens 5 Einzelmessungen in der gleichen Versuchs- 
reihe und ein- bis zweimaligen Wiederholungen an verschiedenen Tagen bestimmt. 
Dabei ergab sich sehr gute Reproduzierbarkeit; die Streuung der Messungen betrug 
durchschnittlich nur etwa 1 bis 2 Proz. Sämtliche Kurven wurden bei einem 
Winkel y = 9° zwischen Strahlrichtung und Oberfläche der Antikathode gemessen. 
Durch Herausdrehen der Ionisationskammer aus der richtigen Stellung wurde 
gesondert die Intensität der Streustrahlung bestimmt. Sie betrug etwa 5 bzw. 
2,5 Proz. der maximalen Intensität der Spektralkurven bei 50 bzw. 20kV und ist 
in allen folgenden Darstellungen bereits in Abzug gebracht. 


Die Ergebnisse dieser Messungen sind in Fig. | zusammengestellt. 
Die Intensitäten sind einheitlich auf eine Röhrenstromstärke von | mA 
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umgerechnet und in Einheiten 0,01 Volt/sec Elektrometer-Aufladung 
angegeben; bei der Kapazität von 12 pF des Systems Ionisationskam- 
mer + Elektrometer bedeutet diese Einheit einen Ionisierungsstrom, 
von 1,2 10-13 A oder, mit e = 25,5 eVolt/Ionenpaar für Argon, eine 
Leistung von 3,0 + 10-12 Watt. 

Nach der langwelligen Seite sind die Messungen begrenzt durch den 
Beginn der L-Serie des Wolframs. Die Linien liegen so dicht, daß sie 
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mit dem verwendeten Spektrometer nicht hinreichend getrennt werden 
können, um zwischen ihnen sichere Werte für den kontinuierlichen 
Untergrurd zu bestimmen. 

2. Messung der Absorption der Strahlung in der Antikathode. Die 
Form des Spektrums wird im langwelligen Teil sehr stark entstellt durch 
die Absorption in der Antikathode. Wenn man die 'wahre Gestalt des 
Spektrums über einen möglichst großen Frequenzbereich erhalten will, 
ist es also nötig, diese Absorption zu bestimmen und die Zuverlässigkeit 
dieser Bestimmung genau zu diskutieren. 

Die Messung wurde nach einer früher angegebenen Methode!) ausge- 
führt. Diese beruht darauf, daß bei gleichbleibendem Winkel (90°) 


I) H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 69, S. 548, 1922. 
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zwischen der Richtung der Kathodenstrahlen und der zur Beobachtung 
gelangenden Röntgenstrahlen der Winkel y verändert wird, den die 
Röntgenstrahlen mit der Oberfläche der Antikathode bilden. Hierbei 
ändert sich (vergl. die schematische Zeichnung Fig. 2) die Weglänge der 
Strahlung von ihrem Entstehungsort bis zur Oberfläche der Antikathode 
und ‘damit ihre Intensität. Man muß dann ein geeignetes Verfahren 
suchen, um durch Extrapolation auf y = 90° den Wert für die Absorp- 
tion Null zu ermitteln. 

Gemessen wurde die Intensität bei 5 verschiedenen Winkeln % 
zwischen 4° und 14°, und zwar für 5 (bei 19,8kV nur 3) verschiedene, 
äquidistante Wellenlängen im Spektrum bei den Spannungen 19,8, 


Fig. 2. Zur Bestimmung der Absorption der Röntgenstrahlen innerhalb der Anti- 
kathode durch Änderung des Winkels y. Schema des Strahlverlaufs. (K = Katho- 
denstrahl; AK = Antikathode; R = Röntgenstrahl) 


29,4, 39,3 und 49,0 kV; für die dazwischen liegenden Wellenlängen bzw. 
Spannungen können daraus die Werte interpoliert werden. 


Im Gebiet starker Absorption wären Messungen bei erheblich größeren 
Winkeln für eine einfache und sichere Ausführung der Extrapolation auf y = 90° 
wünschenswert gewesen. Sie ließen sich aber nicht ausführen, weil bei zu schräger 
Stellung der Antikathoden-Oberfläche das elektrische Feld zwischen Kathode 
und Antikathode sich merklich ändert, was u. a. störende Verlagerungen des 
Brennflecks zur Folge hat. Außerdem würde sich bei zunehmend flachem Einfall 
der Kathodenstrahlen auf die Oberfläche wahrscheinlich ihre Rückdiffusion ändern. 
Bei schweren Elementen ist nach Messungen von Brand!) allerdings die Abhängig- 
keit der Menge und der Geschwindigkeitszusammensetzung der rückdiffundierten 
Elektronen vom Winkel nur gering; sie ist sicher in dem hier in Betracht kommenden 
Bereich zu vernachlässigen. 


Für die Auswertung soll, wie früher, angenommen werden, daß die 


Intensität der in die Antikathode eindringenden Kathodenstrahlen nach - 


einem Exponentialgesetz mit dem Koeffizienten « (Lenardscher ,,prakti- 
scher Absorptionskoeffizient‘‘) abnimmt und daß in jeder Tiefe eine der 
Kathodenstrahlintensität proportionale Röntgenstrahlintensität der be- 
trachteten Wellenlänge erzeugt wird, ohne Rücksicht auf die Geschwin- 
digkeitsabnahme der Kathodenstrahlen längs ihres Weges; diese ist auf 
Strecken 1/« gering. Diese Annahmen sind nur näherungsweise richtig; 


1) J. O. Brand, Ann. d. Phys. 26, S. 609, 1936. 
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um den tatsächlichen, durch die Diffusion bestimmten Verlauf der 
Intensitätsabnahme der Kathodenstrahlen besser anzunähern, kann man 
zur Entstehungstiefe der Röntgenstrahlen eine additive Größe hinzufü- 
gen, die etwa der Lenardschen ‚Parallelfalldicke‘‘ entspricht, wie dies 
in Fig. 2 angedeutet ist. Früher war einfach eine der Oberfläche vorge- 
lagerte ,, Rauhigkeitsschicht‘‘ angenommen worden, die zusätzlich absor- 
bierend für die Röntgenstrahlen wirkt. Wir fassen zweckmäßig hier 
beides zu einer Strecke D zusammen; diese Größe braucht dann allerdings 
nicht konstant zu sein, sondern kann sich mit der Spannung und mit der 
Wellenlänge ändern. 

Für den Fall, daß, wie bei unseren Messungen, die Beobachtung 
senkrecht zur Kathodenstrahlrichtung erfolgt, ergibt sich dann für die 
Intensität der bei einem Antikathodenwinkel y austretenden Strahlung 
Jy, im Verhältnis zu der im Innern erzeugten J;: 


a -u D et; 
y/Jo e (1) 
oder 
Ig JolJy D> y + Ig (1 + ote v) (2) 


(u = Absorptionskoeffizient der Röntgenstrahlung). Wenn £ eg pl 


ist, erhalt man hieraus durch Reihenentwicklung 


1 
Ig = (D +4 ctg Y; (3) 


Eine Auswahl der MeBergebnisse ist in Fig. 3 dargestellt. Aufge- 
tragen ist log’ Jy in Abhängigkeit von ctg w; die Schnittpunkte der 
eingezeichneten Kurven mit der Ordinatenachse geben die Intensitats- 
werte fiir die Absorption Null an’). 

Man sieht, daß bei Wellenlängen, die nicht zu weit von der jeweiligen 
Grenzwellenlänge entfernt sind, die Messungen gemäß (3) recht genau 
durch gerade Linien darzustellen sind, also hier J, durch eine einfache 
Extrapolation bestimmt werden kann. Mit wachsender Entfernung von 
der Grenzwellenlänge und bei höherer Spannung ergeben sich dagegen 
Kurven mit systematisch zunehmender Krümmung. Der Grund hierfür 


ist leicht zu sehen: u nimmt zu, « nimmt ab, sodaß + ctg Y nur noch 


wenig < 1 ist oder schließlich sogar > 1 wird. In diesen Fällen würde 
eine Extrapolation auf ctg y = 0 allein aus den Meßwerten nur mit erheb- 
licher Willkür möglich sein und man hat deshalb,zu versuchen, ob sich 
der Verlauf mit genügender Annäherung durch eine Funktion von der 


1) In der früheren Arbeit (H. Kulenkampff, |. c.) wurde, als einfache 
„Rauhigkeitsschicht‘“, D = const angenommen. Es ergibt sich dann D/sin y statt 
D. ctg y und es wurde für die Durchführung einer einfachen Extrapolation in (1) 
etgYy durch w/sin y ersetzt. Hier ist der Ansatz mit ctg y vorzuziehen, schon 
deshalb, weil bei den höheren Spannungen 1/x > D angenommen werden muß. 
Der Unterschied ist ersichtlich nur bei sehr starker Absorption von merklicher 
Bedeutung. 
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Form der vollständigsn Gleichung (2) darstellen läßt. Für den Absorp- 
tionskoeffizienten u der Röntgenstrahlen!) und für den praktischen 
Absorptionskoeffizienten « der Kathödenstrahlen?) hat man dabei die 
vorgegebenen Werte zu benutzen; verfügbar als Parameter ist D. 

Es zeigt sich, daß auf diese Weise der gekrümmte Verlauf gut 
wiedergegeben werden kann. Man muß dabei für D Werte von etwa 
6 bis 12+ 10~* cm annehmen, also eine plausible Größenordnung; dem- 
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Fig. 3. Beispiele fiir die Bestimmung der Absorption in der Antikathode durch 

Extrapolation auf y = 90° (ctgy = 0). Kurven nach Gleichung (2) bezw. (3). 

Die beigeschriebenen Zahlen bezeichnen die Spannung in kV und (in Klammern) 
die Wellenlänge in XE. 


gegenüber variiert 1/x im ganzen Spannungsbereich von 4+ 10% bis 
3°10-5 cm. Die Extrapolation kann damit auch in diesen Fällen aus- 
gefiihrt werden. Natiirlich bleibt eine gewisse Unsicherheit bei den stark 
gekrümmten Kurven bestehen, weil sich schwer beurteilen läßt, wieweit 


1) Zu entnehmen z. B. den Tabellen von E. Jönsson, Upsala Universitets 
Arsskrift, 1928, sowie Landolt-Börnstein, 2. Ergänzungsband. 

2) P. Lenard, Quantitatives über Kathodenstrahlen aller Geschwindig- 
keiten, Heidelberg 1918. Die dort für Al angegebenen Werte sind gegenüber der 
einfachen Massenproportionalität um einen Faktor 2,5 (Umwegfaktor) vergrößert 
auf W umgerechnet. 
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die aus sehr vereinfachenden Annahmen folgende Gleichung (2) wirklich 
anwendbar ist. 

Für kleine Wellenlängen in der Nähe der kurzwelligen Grenze wären größere 
Werte für « anzusetzen, weil diese Wellenlängen in größerer Tiefe nicht mehr 


entstehen können. In diesem Gebiet ist aber die Absorption in der Antikathode im- 
mer so gering, daß ohne weitere Rechnung eine lineare Extrapolation möglich ist. 


Die ermittelten Werte für die Antikathoden-Absorption sind im 
Gebiet geringer Absorption (geradliniger oder nur schwach gekrümmter 
Kurvenverlauf) so genau, daß die wahre Intensität auf wenige Prozent 
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Fig. 4. Beispiele für den Einfluß der Korrektionen auf die Gestalt der Spektral- 
kurven (29,4 und 39,3 kV). 
a = gemessene Kurven 
b = korrigiert für Absorption in der Antikathode 
c = wahre Energieverteilung (Ordinaten gegenüber den Kurven a und 5 
auf !/, verkleinert) 


sicher bestimmt werden kann. Im langwelligen Teil, vor allem bei den 
bei höheren Spanungen (39,3 und 49,0 kV) bis in weite Entfernun, von 
der kurzwelligen Grenze gemessenen Spektren ist die Unsicherheit 
größer und kann hier etwa 10 bis 20 Prozent betragen. In diesen Fällen 
beträgt die Korrektion selbst 100 bis 200 Proz., sodaß diese Unsicherheit 
demgegenüber noch mäßig ist. 
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Als Beispiel für die Größe der Korrektion und für ihren Einfluß auf 
die Gestalt der Spektren sind in Fig. 4 die direkt gemessenen Kurven 
(aus Fig. 1) und die korrigierten für 29 und 39 kV zusammengestellt; 
die Meßpunkte sind dabei fortgelassen. 

3. Das Reflexionsvermögen des Kristalls. Als Spektrometerkristall 
diente ein von der Firma Steeg& Reuter gelieferter, polierter Kalkspat- 
kristall. Sein Reflexionsvermögen R ist in nicht veröffentlichten Unter- 
suchungen früher von W. Stoffregen mit einem Doppelspektrometer 
für die Ka-Linie von Mo und Cu (A=709 und 1539 XE) untersucht worden; 
für kleinere Wellenlängen konnten Messungen an diesem Kristallexemplar 
bisher nicht ausgeführt werden. 

Nach Untersuchungen von Bergen Davis und Mitarbeitern!) und 
von Wagner und Kulenkampff?) ist das Reflexionsvermögen von 
polierten Kalkspat-Kristallen und ebenso das von nicht besonders guten 
Spaltflächen im hier in Betracht kommenden Bereich nicht oder nur sehr 
wenig von der Wellenlänge abhängig; es kann, in der üblichen Schreib- 
= 8-10~° ange- 
nommen werden. Fiir besonders gute, ausgesuchte Spaltflachen nimmt 
dagegen R nach kleineren Wellenlängen hin ab und ist dem Betrage 
nach 5 bis 10 mal kleiner?). Die Winkelbreite der Reflexion ist in einem 
solchen Falle etwa 10 mal geringer. Der Unterschied ist auf erhöhte 
Extinktion bei fehlender Mosaikstruktur zurückzuführen. 

Es ist nun sicher zu sagen, daß der hier benutzte Kalkspatkristall 
zu der ersten Gruppe gehört: Das Reflexionsvermégen ergab sich nur 
wenig kleiner als bei den oben genannten Messungen zu rund R = 6,5° 
- 10, mit einer nur geringen, innerhalb der Fehlergrenzen liegenden 
Zunahme von A = 709 bis A = 1539 XE; wichtig für die Beurteilung 
ist dabei vor allem, daß die Reflexionsbreite (Halbwertsbreite = 35’ 
bzw. 55’ für die beiden Wellenlängen) etwa von gleicher Größe ist, wie 
sie die in den genannten älteren Arbeiten untersuchten Kristalle gezeigt 
haben. 

Für die Auswertung der vorliegenden Messungen kann deshalb 
R = const angenommen werden. 

Im langwelligen Teil der Spektren bei höheren Spannungen über- 
lagert sich die Reflexion kürzerer Wellen in höherer Ordnung und muß 
in Abzug gebracht werden. Wir haben dafür das Reflexionsvermögen 
in 2. Ordnung R, = 0,05 R, (für kontinuierliche Strahlung; für Linien- 
strahlung ist es rund doppelt so groß), unabhängig von der Wellenlänge, 
angesetzt. Das Reflexionsvermögen in 3. und höherer Ordnung ist so 
gering, daß der Einfluß vernachlässigt werden kann. 

4. Sonstige Korrektionen. Die Absorption der Strahlung in den 
Al-Fenstern der Röhre und der Ionisationskammer sowie die in der 


weise (Winkel in Bogenmaß), zu etwa R= 


1) Bergen Davis und. W, Stempel, Phys. Rev. 17, S. 608, 1921; Bergen 
Davis und H.M. Terrill, Phil. Mag. 45, S. 463, 1923. 

2) E. Wagner und H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 68, S. 369, 1922. 

3) Bergen Davis und H. Purks, Phys. Rev. 34, S. 181, 1929. 

Vergl. auch P. Kirkpatrik und P. A. Ross, Phys. Rev. 43, S. 596, 1933. 
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Luftstrecke von’ 40 cm vom Röhrenfenster bis zur Kammer kann be- “3 
rechnet werden, ebenso der innerhalb der mit Argon gefüllten Ionisa- iq 
tionskammer absorbierte Bruchteil der Strahlung'). Die Ionisierungs- 
wirkung ist praktisch unabhängig von der Wellenlänge diesem absor- ne 
bierten Teil proportional?); für Argon ist der Energieverbrauch/Ionen- 
paar ¢ = 25,5 eV?). 


Eine geringe Korrektion wegen eines apparatellen Einflusses stellte sich noch „ni 
nachträglich als nötig heraus. Bei der genauen Auswertung und Darstellung aller = 
Kurven wurde eine kleine Unstetigkeit in ihrem Verlauf in der Gegend von 485 XE aia 
bemerkbar. Diese muß darauf zurückgeführt werden, daß der Spektrometerspalt “Cs 
um etwa 1° geneigt gegen die Strahlrichtung stand; die, nicht abgeschrägten, 
Spaltbacken bestehen aus Ag-Blech und können bei der geringen Schrägstellung 
noch etwas von Strahlung durchsetzt werden, sodaß die bei der angegebenen 
Wellenlänge liegende K-Absorptionskante des Ag sich bemerkbar macht. Dieser 
Effekt ist allerdings so gering, daß er bei einer einzigen Kurve kaum festgestellt a 
werden kénnte. Da aber die Unstetigkeit in allen Spektralkurven bei 34 bis 49 kV A 
vorhanden ist und bei der gleichen Wellenlänge liegt, konnte sie erkannt und der ge 
Größe nach hinreichend genau festgelegt werden: es ergibt sich an der Stelle der 
K-Kante des Ag ein Sprung mit dem Intensitätsverhältnis von etwa 1,05. Hieraus 
kann dann leicht die nötige Korrektion berechnet werden. 


5. Die wahre Energieverteilung. Unter Berücksichtigung dieser 
Korrektionsgrößen kann nun schließlich die wahre Energieverteilung 
im Spektrum ermittelt werden. Der Einfluß der Korrektionen ist im 
einzelnen zunächst in Fig. 4 an den zwei als Beispiel herausgegriffenen 
Kurven neben der Wirkung der Antikathodenabsorption gezeigt. In 
Fig. 5 sind sodann sämtliche gemessene Spektralkurven nach der Um- 
rechnung auf wahre Energieverteilung zusammengestellt. Der Ordina- 
tenmaßstab ist in den gleichen Einheiten wie in Fig. 1 gewählt. Die a 
Umrechnung wurde an den einzelnen, hier wieder eingezeichneten MeB- 
punkten vorgenommen. 


Ill. Diskussion der Ergebnisse 


1. Allgemeines. Es erweist sich, wie bei den früheren Untersuchun- = 
gen, als zweckmäßig, die korrigierten Kurven von Fig. 5 in Abhängigkeit “4 
von der Frequenz darzustellen; dabei ist als Ordinate die Intensitat % 
in Frequenzeinheiten (Frequenzintervall dv = 1) anzugeben: 

c 
J ‚>= J 

Fig. 6 zeigt das Ergebnis dieser Umrechnung. Es ergibt sich ange- 4 
nähert die gleiche einfache Gesetzmäßigkeit, die früher bei Spannungen i 
von 7 bis 12 kV und in einem kleineren Frequenzbereich (bis etwa »,/2) a. 
aufgefunden .wurde: 


Jy = C*(%— >») (4) 2 


1) Die Werte der Absorptionskoeffizienten sind aus den Tabellen von 
E. Jönsson, 1. c., ermittelt. 

2) H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 79, S. 97, 1926; A. Eisl, ebenda 3, 
8. 277, 1929. 

3) W. Gerbes, Ann. d. Phys. 30, S. 169, 1937, 
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Die Spektren fiir 19,8 und 24,6 kV, die sich ebenso wie die friiheren 
Messungen nur über einen kleinen Frequenzbereich (bis 0,6», bzw. 
0,5»,) erstrecken, zeigen in diesen Bereichen recht genaue Geradlinigkeit, 
gut angenähert auch noch das sich bis 0,43», erstreckende Spektrum 
für 29,4 kV. Bei höheren Spannungen reichen die Messungen weiter (bis 
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Fig. 5. Spektrale Energieverteilung der Bremsstrahlung, nach Ausfiihrung aller 
Korrektionen (wahre Energieverteilung). Ordinaten in den Einheiten der Fig. 1. 


0,36 »,, 0,32 v,, 0,28 », und 0,25 v9); hier treten bei kleinen Frequenzen 
etwas größere Abweichungen auf. Sie übersteigen jedoch in kleinem Falle 
die Fehlergrenzen, die, um einen Anhalt zu geben, bei 2 Kurven (29,4 
und 39,3 kV) eingetragen sind; bei den darüberliegenden Kurven sind sie. 
etwas größer, bei den darunterliegenden merklich kleiner und ohne Bedeu- 
tung. Wie schon oben betont wurde, beruht die Unsicherheit auf der hier 
sehr großen und deshalb nicht exakt zu bestimmenden Absorption in der 
Antikathode und es ist bemerkenswert, daß trotzdem durch die Kor- 
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rektion die Meßwerte soweit erhöht werden, daß sich gleichmäßig an- 
steigende Kurven ergeben; ohne diese Korrektion würde z. B. die Kurve 
49,0 kV bei » = 4,6 1018 ein Maximum erreichen und nach kleineren 
v hin steil abfallen (am linken Ende der Kurve, bei » = 3 + 101%, auf 
0,4 des sich hier ergebenden Ordinatenwertes). Die in Fig. 6 eingetragenen 
Fehlergrenzen sind angenähert geschätzt; eine genaue Bestimmung ist 
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Fig. 6. Spektrale Energieverteilung der Bremsstrahlung (wahre Energieverteilung) 


aus Fig. 5, umgerechnet in Frequenzeinheiten. Ordinate Jy = = Jj .10" mit JZ 
in den gleichen Einheiten wie in den Fig. 1, 4 und 5 


nicht möglich. Sie sind, wie den Kurven Fig. 3 zu entnehmen ist, nach 
oben hin größer anzusetzen als nach unten, wenn man, unabhängig von 
der Darstellung durch eine Beziehung nach Art der Gleichung (2), die 
Möglichkeit einer gegen ctg y = 0 stärker gekrümmten Kurve zulassen 
würdet). 

1) Bei der Angabe der unteren Grenze ist die Möglichkeit berücksichtigt, daß 
man in Fig. 3 vielleicht doch auf 1/sin y = 0 extrapolieren müßte; vergl. Fußnote!) 
Seite 499. 
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Innerhalb der eingetragenen Fehlergenzen wäre auch bei den höhe- 
ren Spannungen ein ganz geradliniger Verlauf der Spektralkurven mög- 
lich. Wahrscheinlicher erscheint aber eine flache Krümmung der Kurven 
nach oben hin, die vielleicht etwas stärker als bei den in Fig. 6 eingetra- 
genen Kurven ist, diese sind so gezeichnet worden, daß sie sich gut den 
korrigierten MeBwerten anpassen. 

Bei den früheren Messungen hatten sich bei schweren Elementen (Pt) schon 
in erheblich geringerer Entfernung von der Grenzfrequenz Abweichungen von der 
Linearität gezeigt, die auf unzureichende Korrektion für Antikathoden-Absorption 
zurückzuführen waren. Die Verhältnisse werden mit zunehmender Spannung 
günstiger, weil die mittlere Eindringtiefe der Elektronen in die Antikathode etwa 
proportional U? zunimmt, der Absorptionskoeffizient der Röntgenstrahlen aber 
proportional 9%? abnimmt. Deshalb können auch die Kurven bei höheren Spannungen 
ohne zu große Ungenauigkeit über einen größeren Bereich gemessen werden. 

Für manche praktische Zwecke ist nicht so sehr die Kenntnis der 
spektralen Zusammensetzung der im Innern der Antikathode erzeugten, 
sondern der aus dieser austretenden Strahlung von Interesse. Im Be- 
reich der hier untersuchten Spannungen ist die Gleichung (4) für diesen 
Fall angenähert (bis auf etwa 10 Prozent) anwendbar bis zu ungefähr 
0,5 », bei den höheren und 0,7 », bei den niedrigeren Spannungen; nach 
kleineren Frequenzen nehmen die Abweichungen dann rasch zu. Allge- 
meingültige Angaben lassen sich hierzu natürlich nicht machen, da es 
auf die Größe des Winkels y und auf die Oberflächenbeschaffenheit der 
Antikathode ankommt. Für unsere Versuchsbedingungen werden die 
Verhältnisse durch den Unterschied der Kurven a und b in Fig. 4 
veranschaulicht. 

2. Abhängigkeit von der Spannung; Nutzeffekt. Die Spektralkurven 
verlaufen in der Darstellung der Fig. 6 einander nicht streng parallel, 
sodaß auch abgesehen von einer etwaigen geringen Krümmung der 
Kurven C nicht genau konstant ist. Betrachtet man die Neigung der 
Kurven in dem ohne Unsicherheit festzulegenden Teil von », bis etwa 
0,5 »,, so erweist sie sich bei ungefähr 30 kV am größten und nimmt 
gegen niedrigere wie auch gegen höhere Spannungen ab, im Grenzfall 
um jeweils etwa 10 Proz. 

Es erscheint möglich, daß diese Unterschiede zum Teil, nämlich be- 
den niedrigen Spannungen, durch nicht vollkommen richtige Korrekt 
tionen, vielleicht durch eine kleine Wellenlängenabhängigkeit des 
Kristall-Reflexionsvermögens, bewirkt sind. Eine Hebung der betreffen- 
den Kurven würde natürlich dann die anderen Kurven im gleichen 
Frequenzbereich ebenso heben, also die Krümmung verstärken. Ge- 
nauere Aussagen, vor allem auch über die abnehmende Neigung bei den 
höheren Spannungen, lassen sich aber nicht machen, weil als Strom- 
stärke der Gesamtstrom, unter Einschluß der aus der Antikathode 
rückdiffundierenden Elektronen, gemessen worden ist und weil nicht 
sicher zu sagen ist, ob der rückdiffundierende Teil nicht etwa mit der 
Geschwindigkeit der Elektronen veränderlich ist. 

Von dieser Unsicherheit abgesehen scheint die abnehmende Neigung bei den 
höheren. Spannungen zunächst darauf hinzudeuten, daß die Gesamtintensität 
etwas langsamer als proportional U? (die Ausbeute also langsamer als proportional 


| 


H. Kulenkampff und Lore Schmidt. Die Energieverteilung usw. 507 


U) anwächst; dies ist aber im Bereich unserer Messungen nicht zu erwarten, sondern 
erst bei erheblich größeren Spannungen. Die Abnahme könnte dann vielleicht 
darauf zurückgeführt werden, daß mit wachsender Spannung das Intensitäts- 
maximum der Ausstrahlung zu kleineren Azimutwinkeln rückt und daß sich dies, 
trotz der Kathodenstrahl-Diffusion, auch bei einer massiven Antikathode aus einem 
schweren Element noch etwas bemerkbar macht. Wenn die über alle Richtungen 
gemittelte Gesamtstrahlung proportional U? ist, wächst sie als dann für den Beob- 
achtungswinkel von 90° etwas langsamer; das würde bedeuten, daß die Neigung 
der Spektralkurven bei größerer Spannung etwas geringer wird, soweit überhaupt 
eine Linearität besteht. 

Für die Konstante C der Gleichung (4) läßt sich ein Zahlenwert 
angeben. Es möge dabei als Kurve einer mittleren Steilheit das Spektrum 
bei 39,3 kV zugrunde gelegt werden, ferner für den Reflexionskoeffizien- 
ten des Kalkspatkristalls der Wert R = 6,5 - 10; der Absolutbetrag 
der Ionisierungsströme, ebenso die nötigen Apparaturdimensionen (er- 
faßter Raumwinkel der Strahlung = 2,3 + 10%) wurden oben bereits 
angegeben. Nimmt man schließlich noch, was bei der starken Diffusion 
der Elektronen im schweren Element Wolfram sicher als gute Näherung 
gelten kann, gleichmäßige räumliche Verteilung der Strahlung an, so 
ergibt sich, bezogen auf die Stromstärke (Gesamtstrom) 1 mA, für die in 
den ganzen Raum emittierte Strahlung: 


C = 2,75 1039 Watt sec? = 3,7 + Z + 101 Watt sec? 
Hieraus erhält_man durch einfache Umrechnung für die Konstante 1, 


im Ausdruck für den Nutzeffekt der Bremsstrahlungserzeugung 


Röntgenstrahlenergie 
Kathodenstrahlenergie 


=nZ-U 
einen Wert!) 
no = (1,1 + 0,2)-10? (U in Volt) 


Hierbei ist, wie angegeben, der gesamte Entladungsstrom zugrunde 
gelegt, der Wert bezieht sich also auf die insgesamt aufgewandte Katho- 
denstrahlenergie, einschließlich der Energie der riickdiffundierende~ 
Elektronen. Diese geben zwar einen Teil ihrer Energie (im Mittel etwa 


1) Zusatz April 1944: Es ergab sich inzwischen Gelegenheit, zur Überprüfung 
der Absolutwerte und zur Eliminierung der Unsicherheit im Wert für den Reflexions- 
koeffizienten des-Kristalls, eine unmittelbare Bestimmung der Gesamtintertsitat 
durchzuführen. Hierbei wurde mit der gleichen Anordnung, jedoch ohne Spektro- 
meter-Kristall, die Intensität der spektral nicht zerlegten Gesamtstrahlung bei 
Filterung mit 1 bis 3 mm Al und bei den Spannungen 39,3 und 29,4 kV mittels 
Ionisation gemessen. Da wir die Form des Spektrums kennen, läßt sich die Zusam- 
mensetzung der Strahlung genau berechnen, ebenso ihre Wirkung in der Ionisations- 
kammer (gleichfalls Argon- -Füllung). Wegen der erheblich größeren Intensitäten 
wurden die Ic tröme nicht durch Aufladung, sondern mit Ableitwider- 
stand (1,48 . 101° Ohm) u u zum Elektrometer gemessen, womit sich zugleich 
eine Kontrolle der früh apazit ergibt. 

Die Messungen mit veälihenn Filterungen und Spannungen ergaben 
untereinander auf etwa 5 Proz. üb de Werte für den Nutzeffekt und 
damit eine gute Bestätigung für die gemessene Form der Spektralkurven. Der 
Mittelwert stimmt überraschend gut mit dem oben angegebenen überein (auf 
etwa 2 Proz., also weit genauer, als den Fehlergrenzen — womit auch der 
Wert für den Reflexions-Koeffizienten des Kristalls bestätigt ist 
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15 Proz.) in der Antikathode ab und tragen entsprechend zur Röntgen- 
strahlerzeugung bei, aber ihre Gesamtzahl beträgt doch bei einem 
schweren Element etwa 50 Proz.!). Von der gesamten Kathodenstrahl- 
energie werden also nur etwa 70 Proz. (vielleicht noch weniger) im 
Brennfleck der Aritikathode umgesetzt, der wahre Nutzeffekt ist also 
größer und es ist dafür etwa anzusetzen: 


= (1,5 + 0,3)- 10 (U in Volt) 


Die Fehlergrenze muß dabei, auch gegenüber der in der Fußnote 1, 
Seite 507 besprochenen neuen Messung, größer angenommen werden, 
weil der Einfluß der Rückdiffusion nur ungenau abzuschätzen ist?). 

Der sich hier ergebende Wert ist merklich größer als der Mittelwert 
von (1,0 + 0,3) + 10° anderer Bestimmungen?), jedoch in recht guter 

reinstimmung mit dem höheren Wert von Rumpf) (1,4. 109), 
zumal dieser vermutlich wegen des Einflusses der Rückdiffusion noch 
etwas zu erhöhen wäre. Es sei aber nochmals ausdrücklich betont, daß der 
Wert nur gültig ist für ein Spektrum der wahren Form nach Gleichung 
(4), daß also möglicherweise bei einem gekrümmten Anstieg die Gesamt- 
intensität noch etwas größer ist. 


Deu Angaben über und np liegt die Annahme zugrunde, daß die Intensität 
proportional der Ordnungszahl Z sei, wie es üblicherweise aus den bisher vorliegen- 
den Messungen gefolgert wird. Theoretisch ist aber zu erwarten, daß die Intensität 
etwas rascher als proportional Z ansteigt, weil der Energieverlust der Kathoden- 
strahl-Elektronen durch Ionisationsprozesse in schweren Elementen geringer als 
proportional der Elektronenzahl/cem® anzunehmen ist. Tatsächlich ist dies mit den 
bisherigen Messungen nicht im Widerspuch; eine genauere Diskussion dieser 
Frage wollen wir zurückstellen, bis neue Messungen an verschiedenen Elementen 
vorliegen. 


3. Bemerkungen zur Spektralgleichung. Wenn man keine weiteren 
Korrektionen vornimmt, erhält man aus der Spektralformel (4) unter 
Anwendung des Thomson-Whiddingtonschen Gesetzes in der 
üblichen Form 

dU a 
dz WU 
für die Strahlung einer dünnen Schicht, d. h. für Elektronen einer ein- 
heitlichen Geschwindigkeit, das spektrale Verteilungsgesetz 
1 


i, = const (6) 
Yo 


(5) 


1) Für parallelen Strahleinfall, nach B. F. J. Schonland, Proc. Roy. Soc. 
A 104, S. 235, 1923 und 108, S. 187, 1925. Vergl. dazu auch Handbuch der Physik 
Bd. XXII/2, Kap. 1 (Beitrag W. Bothe). 

2) In älteren Arbeiten ist nach einer Angabe. von R. Ledoux-Lebard und 
A. Dauvillier, La Physique des Rayons X, Paris 1921, ein Verlust von nur 
20 Proz. durch Rückdiffusion angenommen. Dieser Wert erscheint aber nach 
direkten Kathodenstrahldaten als zu niedrig. 

3) Handbuch der Physik, Bd. XXIII/2, Kap. 3. 

4) W. Rump, ZS. f. Phys. 43, 8. 254, 1927. 
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Die wellenmechanische Theorie des Bremsspektrums von Sommer- 
feld!) ergibt in erster Näherung die gleiche einfache Beziehung, mit 
einem Intensitätsanstieg bei Frequenzen < etwa »,/4, gültig für die 
Ausstrahlungsrichtung 90°. Maue?) hat anschließend gezeigt, daß für 
die über alle Richturtgen gemittelte Strahlung ein stärkerer Anstieg 
nach kleinen Frequenzen hin, und zwar schon von der Grenze », ab, zu 
erwarten ist. 

Geht man umgekehrt von der Formel (6) aus und konstruiert durch 
Integration über alle Geschwindigkeiten der Elektronen das Spektrum 
der massiven Schicht, wie wir es hier untersucht haben, so erhält man 
ersichtlich ein Gesetz nach Gleichung (4) nur dann, wenn man eine 
Rückdiffusion der Elektronen nicht berücksichtigt, d. h. wenn man die 
Annahme macht, daß alle auf die Antikathode auftreffenden Elektronen 
auch in ihr verbleiben und zur Strahlungserzeugung beitragen. Dies ist _ 
aber nicht der Fall; wegen der Rückdiffusion der Elektronen fehlt, 
gegenüber der Zahl mit der vollen oder nahezu vollen Anfangsgeschwin- 
digkeit, ein Teil mit kleineren Geschwindigkeiten. Dieser Umstand muß 
eine gegen die Abszissenachse konkave Anfangskrümmung der Kurve 
bewirken. Die Verhältnisse mögen durch die schematische Zeichnung 
in Fig. 7a veranschaulicht werden: mit der Annahme eines Gesetzes 
nach (6) für die dünne Schicht ergibt sich für eine massive Antikathode 
die Kurve J; ohne bzw. die Kurve J;; mit Berücksichtigung der Rück- 
diffusion; dabei ist das Geschwindigkeitsspektrum der rückdiffundierten 
Elektronen nach Messungen von Brand?) und ihre Anzahl zu 50 Proz. 
angesetzt‘). 

Daß ein Unterschied im Verlauf nach Art der Kurven J; bzw. J; 
bei den Messungen deutlich hervortreten müßte, sieht man leicht, wenn 
man sich die geraden Linien in Fig. 6 nicht gegen »,, sondern etwa gegen 
1,1 », hinzielend und dann gegen », abbiegend denkt. Ein derartiger 
Verlauf würde weit außerhalb der gerade in diesem Gebiet sehr geringen 
Fehlergrenzen liegen. 

Um zu einer Übereinstimmung mit den Messungen zu gelangen, 
muß man also annehmen, daß das von allen Elektronen, einschl. der 
rückdiffundierenden, erzeugte Spektrum eine Form mit gegen die 
Abszissenachse konvexer Krümmung haben muß, und zwar von solcher 
Art, daß dann bei Fortfall der rückdiffundierenden Elektronen ein 
angenähert linearer Anstieg sich ergibt. Das bedeutet, daß die Formel (6) 
für eine dünne Schicht zu ändern ist. Man könnte eine Änderung der 
Abhängigkeit von der Elektronengeschwindigkeit (Faktor 1/»,) vorneh- 
men, jedoch würde das dem Ergebnis von Isochromatenmessungen an 
einer dünnen Antikathode widersprechen). Es bleibt dann die zweite 
Möglichkeit, die Abhängigkeit von » bei konstanter Elektronengeschwin- 


1) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 11, S. 257. 1931. 

2) A. W. Maue, Ann. d. Phys. 13, S. 161, 1932. 

3) J. O. Brand, Ann. d. Phys. 26, S. 609, 1936. 

4) B. F. J. Schonland, 1. e. 

5) H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 87, S. 597, 1928. 
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digkeit anders zu wählen, und zwar muß die Änderung gerade im Sinne 
der Sommerfeldschen. Theorie liegen. 

Nun sind weder unsere Messungen noch die Kenntnis über Einzel- 
heiten der Elektronen-Rückdiffusion so genau, daß sich eine exakte 
Spektralformei für die dünne Schicht, d. h. für den Elementarprozeß, 
daraus gewinnen ließe. Versuchsweise haben wir als bequeme Näherungs- 
formel, die den von Maue berechneten Verlauf gut wiedergibt!), statt 


0 02 0+ 06 08 
a b 


Fig. 7. Einfluß der Riickdiffusion auf die Gestalt des Spektrums: 
ty und’, Spektrum einer dünnen Antikathode 
Jz und J’; Spektrum einer massiven Antikathode, ohne Berücksichtigung der 


Rückdiffusion 
Jır und J’;r Spektrum einer massiven Antikathode, mit Berücksichtigung der 
Rückdiffusion 


Das Maßstabsverhältnis zwischen a und b ist so gewählt, daß die Kurven Jır 
und J’7) bei ?'%, = 0,5 gleiche Ordinatenhöhe haben. 

+ 

der Formel (6) angesetzt: 


= const (2 — =): (6a) 
% 


Durch Integration erhält man hieraus für eine massive Schicht, zunächst 
‚wieder ohne Berücksichtigung der Rückdiffusion: 


Yo 
die Kurve ist als J;’ in Fig. 7b eingezeichnet. Berücksichtigt man nun 
in gleicher Weise wie oben die Rückdiffusion, so ergibt sich daraus die 


1) Hieımit wird auch der gemessene Isochromatenverlauf für eine dünne 
Schicht (vgl. die vorangehende Fußnote) gut wiedergegeben. Eine frühere Be- 
trachtung über die Gestalt des Spektrums einer dünnen Schicht in Abhängigkeit 
von der Emissionsrichtung (H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 33, S. 600, 1938) 
ist entsprechend dem Unterschied zwischen den Formeln (6) und (6a) zu korrigieren. 
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Kurve J’;. Diese ist durch zufälligen Ausgleich zweier entgegengesetzt 
wirkender Einflüsse in einem großen Teil (bis etwa »,/3) praktisch linear 
und zeigt, ähnlich wie unsere Messungen, im Gebiet kleinerer Frequen- 
zen, wo das Fehlen rückdiffundierter Elektronen kleiner Einfluß mehr 
hat, einen nach oben gekrümmten Anstieg. 


Eine „Anfangskrü “ der Spektralkurven kann nicht nur nach dem in 
Fig. 7 dargestellten Scheme durch die Riickdiffusion der Elektronen bewirkt (oder 
ausgeglichen) werden!): Die im Elementarprozess vorhandene starke Abhängigkeit 
der Strahlungsintensität von der Emissionsrichtung wird bei einer massiven Anti- 
kathode durch die Diffusion weitgehend ausgeglichen, aber im langwelligen Teil der 
Spektren mehr als nahe der Grenzfrequenz. Wenn die über alle Richtungen ge- 
mittelte Intensität kleiner bzw. größer als die unter 90° emittierte ist, kann daraus 
eine gegen die Abszissenachse konkave bzw. konvexe Krümmung resultieren. Der 
erste Fall liegt vor bei niedrigen Spannungen und es wird darauf zurückzuführen 
sein, daß bei den früheren Messungen eine derartige Anfı krü ig festgestellt 
wurde. Bei den mittleren Spannungen unserer vorliegenden Messungen ist ein 
solcher einfacher Diffusionseinfluß nicht zu'erwarten, weil’ hier die gemittelte In- 
tensität etwa = der unter 90° emittierten ist; eine Umkehrung des Verhältnisses 
tritt dann erst bei höheren Spannungen auf. Diese Einflüsse ändern sich etwas bei 
anderen Elementen; darauf wird es zurückzuführen sein, daß bei Isochromaten- 
messungen von Webster und Hennings®*) an Mound von Nicholas?) an Cu eine, 
allerdings auch mit zunehmender Spannung geringer werdende Anfangskrümmung 
vorhanden ist. Es muß abgewartet werden, ob Spektraluntersuchungen an anderen 
Antikathoden-Elementen als Wolfram auch in dieser Beziehung von unseren 
jetzigen abweichende Ergebnisse bringen. 


Die Übereinstimmung der Kurve J’;; in Fig. 7 mit unseren Ergeb- 
nissen kann natürlich kein Beweis für eine genaue Gültigkeit der Spektral- 
formel (6a) sein, sie berechtigt aber zu der Feststellung, daß die einfache, 
aus den früheren Messungen abgeleitete Spektralformel (6) abzuändern 
ist und daß die strenge theoretische Formulierung gut den Befund der 
nunmehr über größere Spannungs-und Frequenzbereiche ausgedehnten 
experimentellen Untersuchungen zu beschreiben vermag. 


fi 

1. Mit einem Ionisationsspektrometer wurde die Intensitätsver- 
teilung im Réntgen-Bremsspektrum einer Wolfram-Antikathode bei 
verschiedenen Spannungen zwischen etwa 20 und 50 kV bestimmt. Die 
Spektren konnten nach der langwelligen Seite bis rund 1 AE hinauf 
gemessen werden, d. h. bis A,/A = v/v = 0,6 bis 0,25. 

Aus den gemessenen Spektralkurven läßt sich durch Berücksichti- 
gung aller entstellenden Einflüsse die wahre Energieverteilung ermitteln. 
Es wurde dazu die Absorption der Strahlung innerhalb der Antikathode 
gesondert gemessen, und zwar durch Bestimmung der Abhängigkeit der 
Strahlungsintensität vom Winkel zwischen Antikathodenoberfläche und 
Strahlrichtung und Extrapolation auf den Winkel 90°. Alle übrigen 
Absorptions-Einflüsse lassen sich berechnen. Das Reflexionsvermögen 
des benutzten Kalkspatkristalls kann als unabhängig von der Wellen- 


1) Handbuch der Physik, Band XXIII/2, Kap. 3. (Ziff. 37). 
2) D.L. Webster und A. E. Hennings, Phys. Rev. 21, S. 312, 1932. 
3) W. W. Nicholas, Phys. Rev. 29, S. 619, 1927. 
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länge angesetzt werden. Der gemessene Ionisationsstrom ist, gleichfalls 
unabhängig von der Wellenlänge, direkt dem in der Ionisationskammer 
absorbierten Bruchteil der Strahlung proportional. 

2. Die Darstellung der korrigierten gemessenen Spektralkurven 


Frequenzeinheiten (J, = Ja) ergibt in guter Annäherung «..s früher 


bei niedrigen Spannungen (7 bis 12kV) und nur in einem kleinen Fre- 
quenzbereich gefundene Gesetz 

J, C+ (% — »), 
welches also allgemeinere Gültigkeit besitzt. 

Kleine Abweichungen von der Linearität bei niedrigen Frequenzen 
(v/% < etwa 1/3) im Sinne eines steileren Anstiegs scheinen vorhanden 
zu sein, können aber bei der Unsicherheit der Korrektionen in diesem 
Gebiet nicht genau festgelegt werden. Ob eine beobachtete geringe 
Abhängigkeit des Faktors C von der Spannung reell ist oder auf Unge- 
nauigkeiten beruht, läßt sich nicht sicher entscheiden. 

3. Aus der Gesamtintensität ergibt sich für den Nutzeffekt der 
Röntgenstrahlerzeugung, unter der Annahme, daß etwa 30 Proz. der 
Kathodenstrahlenergie durch Rückdiffusion verloren geht, ein Wert von 

n= (1,5+0,3)-10--Z-U (U in Volt) 

4. Die Rückdiffusion von Elektronen aus der Antikathode heraus 
hat zur Folge, daß ein Teil der Elektronen geringerer Energie fehlt. 
Hieraus ergibt sich, daß ein von allen eindringenden Elektronen erzeugtes 
Spektrum nicht linear verlaufen würde, sondern konvex gegen die 
Abszissenachse gekrümmt. Für die Strahlung einer dünnen Schicht 
(Elementarprozeß) läßt sich hieraus qualitativ eine spektrale Verteilung 
ableiten, die mit der verfeinerten Theorie von Sommerfeld im 
Einklang ist. 


Jena, Physikalisches Institut der Universität. 


(Eingegangen 24. S>ptember 1943.) 
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Die Atomverteilung in flüssigem Indium, Thallium und Blei.*) 
von R. Glocker und H. Hendus. 
(Mit 4 Abbildungen) 


Die Kenntnisse der Atomverteilung in Metallschmelzen sind im Ver- 
hältnis zu der großen Zahl von Strukturbestimmungen an festen Metallen 
nur gering. Dies ist dadurch bedingt, daß erst spät Aufnahme- und Aus- 
wertungsverfahren?) entwickelt wurden, welche auch bei nichtkristallinen 
Stoffen die Atomanordnung zu ermitteln gestatten. Sieht man von älte- 
ren, nicht mit streng monochromatischer Röntgenstrahlung erhaltenen 
und mittels Fourieranalysen ausgewerteten Aufnahmen ab, so liegen für 
8 Metallschmelzen genaue Angaben der Atomverteilung vor (Tab. 1). 
Dabei steht die Frage im Vordergrund, ob beim Aufschmelzen die Koordi- 
nationszahlen des Gitters sich ändern; es wurde wiederholt?) die An- 
schauung vertreten, daß die Metallschmeizen das Bestreben haben, im 
zeitlichen und örtlichen Mittel ihre Atome nach Art einer dichtesten 
Kugelpackung anzuordnen. 

Eine Durchmusterung der Tab. 1 liefert in dieser. Hinsicht kein 
einheitliches Bild. Bei Natrium und Kalium ist die Koordinationszahl 
8 im Gitter und in der Schmelze dieselbe. Selbst 300° C über dem Schmelz- 
punkt dieser beiden Metalle wurde keine Erhöhung der Koordinations- 
zahl beobachtet. Zink und Kadmium kristallisieren in einem Gitter 
hexagonaler dichtester Kugelpackung mit der Koordinationszahl 12; 
in der Schmelze hat aber ein Kadmiumatom 8 und ein Zinkatom 11 
nächste Nachbarn. Im letzten Fall ist also angenähert eine dichteste 
Kugelpackung vorhanden. Das Gleiche gilt für flüssiges Aluminium, 
dessen Gitter eine kubische dichteste Kugelpackung bildet. Dagegen 
liefert Indium in geschmolzenem Zustand die Koordinationszahl 8 statt 
angenähert 12 im Gitter. Nimmt man noch Quecksilber hinzu, so wird 
das Bild nicht klarer. Eine eigene Auswertung der Atomverteilungskurve 
von Debye und Menke nach dem Verfahren von Warren ergibt die 
Koordinationszahl 12, während von Bc yd und Wakeham‘) die mit der 
Koordinationszahl des Gitters übereinstimmende Zahl 6 angegeben wird. 


1) Herrn Geheimrat A. Sommerfeld zum 75. Geburtstag gewidmet. 
2) F. Zernike und J. A. Prins, ZS. f. Phys. Al (1927) 184. 
P. Debye und H. Menke, Phys. ZS. 31 (1930) 797. 
B. E. Warren, Journ..Chem. Phys. 2 (1934) 368; B. E. Warren und 
N. 8. Gingrich Phys. ur 4G (1934) 368. 
3) Vgl. den n Bericht von A. Latin, Nature 148. (1941) 616, 


4) R.N. Boyd und H. R. R. Wehohem, Journ. Chem. Phys. 7 (1939) 958. 
Eigene, noch unveröffentlichte Messungen konnten den dort angegebenen 
Intensitätsverlauf nicht bestätigen. 
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Tab. 1. Atomanordnung in Metallschmelzen nach Fourieranalysen.!) 


Schmelz. | Zahl u. Abstand der nächsten Nachbarn 
Element | punkt eines Atomes Beobachter 
°C Gitter A Schmelze A 
Li 179 8 3,04 | 9,8 3,24 | Gamertsfelder 
Al 659 |ı2 2,86 | 10,6 2,96 | Gamertsfelder 
Na 9 | 8 3,72| 8 oo 
ingrich 
K 64 8 4,58 | 8 4,64 und 
ngrich 
Zn 419 6+6 2,65 2,94 | 11 2,94 | Gamertsfelder 
Cd 321 6+6 2,97 3,30] 8 3,06 | Gamertsfelder 
In 156 4+8 3,24 3,36 | 8 3,30 | Gamertsfelder 
Sn 232 4+2+4 3,02 3,15 | 10 3,38 | Gamertsfelder 
3,76 


Die Frage, ob Metallschmelzen die Ausbildung von dichtesten Kugel- 
packungen der Atome bevorzugen, läßt sich am ehesten beantworten 
durch Untersuchungen von Elementen, die schon im Gitter dichtest 
gepackte Atomanordnungen aufweisen. Deshalb wurden Bestimmungen 
der Atomverteilungen in Schmelzen von Blei und Thallium durchgeführt 
und die Bestimmung von Gamertsfelder an Indium, dessen tetragona- 
les Gitter annähernd eine dichteste Kugelpackung darstellt, wiederholt. 

Röntgenuntersuchungen an Metallschmelzen in dünnwandigen, zy- 
lindrischen Glasröhrchen sind nur bei niederatomigen Elementen möglich. 
Die eigenen Erfahrungen?) bei Aufnahmen an hochatomigen Stoffen wie 
beim explosiblen Antimon in Form eines Stäbchens und in Form einer 
Platte ergaben die Überlegenheit der Platte, da beim Stäbchen gerade 
die wichtigsten innersten Interferenzbande außerordentlich stark ge- 
schwächt werden. Dazu kommt, daß bei der Platte die Absorptions- 
korrektion genauer berechnet werden kann. Die Methode ist beschränkt 
auf die Untersuchung der Elemente mit niedrigem Dampfdruck. 

Die Aufnahmetechnik an freien, ebenen Oberflächen von Metall- 
schmelzen bietet gewisse Schwierigkeiten; beim Aufschmelzen ändert 
sich das Volumen und damit die Höhenlage der Oberfläche, so daß die 
Einstellung nach Füllung der Kammer mit dem Schutzgas von außen 
her vorgenommen werden muß. Als Aufnahmekammer diente eine umge- 
baute Seemann-Hochtemperaturkammer mit 58mm Radius, die mit 
sorgfältig _gereinigtem Wasserstoff beschickt wurde. Das Metall wurde 
in einer Wanne aus Molybdänblech mit 16x 16x5 mm? Rauminhalt 
elektrisch aufgeschmolzen. Durch eine pendelartige Halterung der Wanne 
wurde erreicht, daß ihre Lage bei Drehung der Kammer um ihre horizon- 
talliegende Achse zur Einstellung des Auftreffwinkels der Röntgenstrahlen 
im Kammerinneren unverändert blieb. Die Höhenlage der aufgeschmol- 


1) C. Gamertsfelder, Phys. Rev. 55 (1939) 1116; 57 (1940) 1055; 
: 59 (1941) 926. 
C. D. Thomas u. N. S. Gingrich, Journ. Chem. Phys. 6 (1938) 411. 
F. H. Trimble u. N. 8. Gingrich, Phys. Rev 53 (1938) 278. 

2) H. Hendus, ZS. f. Phys. 119 (1942) 265. 
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zenen ( „erfläche konnte auf Grund einer optischen Beobachtung von 
außen verändert und die Schmelze damit justiert werden. 

Die Bestimmung der Winkelwerte der Interferenzmaxima erfolgt 
üblicherweise aus den geometrischen Daten der Kammer. Um eine noch 
größere Sicherheit zu erreichen, wurden stattdessen besondere Eich- 
aufnahmen hergestellt, bei denen vor dem Aufschmelzen auf die Ober- 
fläche ein mit dem flüssigen Metall nicht reagierender Eichstoff aufge- 
streut wurde. Als Eichstoff diente bei Indium feinkörniges Diamantpul- 
ver, bei Blei unc Thallium sehr feines Aluminiumpulver, wobei die 
Ausdehnung des Aluminiumgitters bei der erhöhten Temperatur der 
Aufnahme rechnerisch berücksichtigt wurde. Im Anfang der Versuche 
entstanden größere Schwierigkeiten durch ständig starke Beschleierung 


Abb. 1. 


der Filme. Als Ursache wurde schlieBlich eine Reaktion des Wasser- 
stoffes mit dem Schwefelgehalt der Gelatine der Bromsilberemulsion 
festgestellt. Die Filme wurden daher. in einer besonderen Kassette, die 
mit einer Mischung von Bienenwachs und Kolophonium abgedichtet 
wurde, exponiert. Paraffin und Pizein sind ungeeignet, weil sie Wasser- 
stoff hindurchdiffundieren lassen. Als Monochromator wurde ein Pen- 
taerythritkristall beniitzt; die Aufnahmedauer betrug durchschnittlich 
50 Stunden bei 35 kV Spannung und 20 mA Stromstärke. Die Röntgen- 
röhren (Metalix-Einsatzröhren) hatten Anoden aus Kupfer, Molybdän 
oder Silber. Für die Aufnahmen an Indium war Molybdänstrahlung 
geeignet, nicht dagegen für Blei und Thallium, weil hier die L-Strahlung 
stark angeregt würde. In diesem Fall wurde Kupferstrahlung benützt 
und bei Blei außerdem noch zur Kontrolle Silberstrahlung, wobei die 
angeregte L-Eigenstrahlung durch Al-Filter absorbiert wurde. Dabei 
zeigte es sich, daß keine neuen Interferenzmaxima bei größeren Winkeln 
auftraten. Beide Intensitätsverteilungen stimmen nach Anbringung der 
Korrekturen für Absorption und Polarisation gut überein. 

Die Photometerkurve der Aufnahme einer Bleischmelze ist in 
Abb. 1 als Beispiel dargestellt. Neben zwei sehr kräftigen Maxima ist 
ein drittes und viertes schwaches Maximum zu beobachten. Die aus der 
Braggschen Gleichung errechneten Werte der Perioden sind d, = 2,88, 
d, = 1,56, d, = 1,06 A. Aus Elektroneninterferenzaufnahmen von 
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Richter) folgt d,=2,90 A, während nach einer früheren Röntgenunter- 
suchung von Sauerwald und Teske?) 3,05 Ä und von Randall 
und Rooksby?) 2,95 A sich ergibt. 

Die aus der Winkelabhängigkeit der Streuung durch Fourieranalyse 
abgeleitete‘) Atomverteilung des flüssigen Bleis ist aus Abb. 2 zu ersehen. 
Angegeben ist die Wahrscheinlichkeit W im Abstand r von einem belie- 
big herausgegriffenen Atom ein zweites anzutreffen. Nach der Methode 
von Warren?) kann auch die Zahl der einem Häufigkeitsmaximum 
entsprechenden Atome ermittelt werden. Danach ergibt sich für flüssiges 
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Abb. 2. 


Blei bei 375°C folgende Atomverteilung (Tab. 2): Im Abstand 3,42 A 
ist jedes Atom durchschnittlich von je 8 Atomen umgeben, dann folgen 
im Abstand 4,37 A 4 weitere Atome. während im Gitter die erste Koor- 
dination 12 Atome im Abstand 3,49 A umfaßt. Um die zweite, durch ein 
ziemlich niederes Maximum angedeutete Gruppe von 4 Atomen nicht zu 
übersehen, ist es notwendig die Meßpunkte der Fourieranalyse sehr 
dicht zu wählen; sonst kann leicht statt 8+4 die Summe 12 als Zahl der 
nächsten Nachbarn gefunden werden. Eine Trennung der zwischen 5 
und 7A liegenden Atomgruppen ist nicht möglich. Ihre Zahl beträgt 
etwa 44 und stimmt praktisch mit der entsprechenden Zahl des Gitters 
überein. Es steht außer Zweifel, daß die erste Koordination in der Schmel- 
ze weniger Atome umfaßt als im Gitter; damit im Einklang ist die 
Beobachtung, daß in der Schmelze der Abstand der nächsten Nachbarn 
eines Atomes etwas kleiner ist als bei der Kristallstruktur (3.40 statt 


1) H. Richter, Phys. ZS. im Druck. 

2) F. Sauerwald u. W. Teske, ZS. anorgan. Chem. 210 (1933) 247. 

3) I. T. Randall u. H. P. Rooksby, Trans. Farad. Soc. 33 (1937) 109. 
4) Wegen der Einzelheiten vergl. H. Hendus |. c. 

5) B. E. Warren |. ec. 
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3,49 A). Auch in größeren Entfernungen vom Zentralatom decken sich 
die häufigsten Lagen der Atome in der Schmelze nicht genau mit den 
durch vertikale Striche!) eingezeichneten Atomlagen im Gitter (n, = 
Zahl der Atome im Abstand r). 


Tab. 2. Ergebnisse der Bestimmung der Atomanordnung von geschmolzenem 
Indium, Thallium und Blei. 


Schmelz- Aufnahme- | Zahl und Abstand der Nachbarn eines 
Element punkt temperatur Atomes _ 
°C °C Gitter A Schmelze A 
4 3,24 
8 3,37 | ® 3,17 
In 156 165 — — 4 3,88 
4 4,58 
2 4.94 6 4,73 
12 3,45 8 3,30 
4 4,22 
6 4,88 
Tl 303 375 | 5,64 2 
18, 44 5,97 40 5,96 
6,60 6.6 
6 6,90 
12 3,49 8 3,40 
one 4 4,37 
Pb 327 375 6 4,94 
zal 42 6,05 | ~ 44 6,40 
12 6,99 


Bei Thallium, das bis 230° C ein hexagonal dichtest gepacktes Gitter 
und oberhalb dieser Temperatur ein flächenzentriert kubisches Gitter 
besitzt, haben die Interferenzmaxima die Werte 

 d=15Ä d, = 1,04 A 
während Sauerwald und Teske mit gefilterter Strahlung 3,05; 1,55 und 
1,13Ä erhalten hatten. Die in Abb. 3 gezeichnete Atomverteilung der 
Thalliumschmelze hat weitgehende Ähnlichkeit mit der des Bleis. Die 
Auswertung liefert wieder als erste Koordination 8 Atome, als zweite 
4 Atome (Tab. 2). In fester Form hat das Thallium in beiden Strukturen 
die Koordinationszahl 12. Die Lage der Atome im Gitter, die wieder 
durch Striche in Abb. 3 dargestellt ist, stimmt ziemlich gut mit den 
Häufungsstellen der Atome im geschmolzenen Zustand überein. Die Ver- 
kleinerung der Koordinationszahl beim Übergang fest — flüssig wird 
indirekt dadurch bestätigt, daß der Atomabstand im festen Zustand 
3,45, im flüssigen nur 3,30 Ä beträgt. 

Beim Indium werden drei Interferenzen beobachtet mit 

d, = 2,76 Ä d,=147A d,=1,01A 


1) Die Strichlangen sind nur unter sich vergleichbar, nicht aber mit den 
Ordinaten der W—Kurve. 
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Für die innerste Interferenz wird von Gamertsfelder 2,80 Ä und 
von Richter auf Grund von Elektronenbeugungsaufnahmen 2,78 A 


angegeben. 
Die Atomverteilung der Indiumschmelze zeigt ein ganz ähnliches 
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Abb. 3. 


Bild (Abb. 4) wie Blei und Thallium; die Senke hinter dem ersten Haufig- 
keitsmaximum ist noch stärker ausgeprägt. Im Abstand 3,17 A befinden 
sich 8 Atome und in dem deutlich größeren Abstand 3,38 A weitere 
4 Atome; dieser Befund ist im Einklang mit den Ergebnissen von 
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Gamertsfelder: 8 Atome bei 3,30 A und 4 Atome bei ~ 4,0 Ä. Im tetra- 
gonal flächenzentrierten Gitter des Indium folgen sich dagegen dicht 
aufeinander 4 Atome bei 3,24 Ä und 8 Atome bei 3,37 A. Das Gitter hat 
nahezu eine 12er Koordination, während in der Schmelze zweifellos eine 
8er Koordination vorliegt. Die dritte Koordination des flüssigen Zustandes 
entspricht hinsichtlich Lage und Zahl der Atome der zusammengefaßten 
3. und 4. Koordination der Kristallstruktur. Im großen und ganzen ist 
die Übereinstimmung der Atomlagen im festen Zustand (Striche in 
Abb. 4) mit den Häufigkeitsmaxima der Atomverteilung der Schmeize 
nicht so gut wie beim Thallium. 

Die Untersuchung der drei Elemente Blei, Thallium und Indium 
läßt zwar Ähnlichkeiten der Häufigkeitsstellen der Verteilung der Atome 
im flüssigen Zustand mit der Atombesetzung des Gitters erkennen, sie 
zeigt aber gleichzeitig mit aller Deutlichkeit, daß in der nächsten 
Umgebung jedes Atomes die Zahl der Nachbarn nur 8 beträgt statt 12 
im Gitter. Wenn nun sogar Metalle, die im kristallinen Zustand dichteste 
Kugelpackungen aufweisen, beim Aufschmelzen ihre Koordinationszahl 
so wesentlich erniedrigen, so kann von einer allgemeinen Tendenz der 
Metallschmelzen, Atomanordnungen nach Art der dichtesten Kugel- 
packungen anzustreben, nicht die Rede sein. Ebenso widerlegen diese 
Befunde die Annahme, daß in kleinsten Bereichen einer Flüssigkeit eine 
dem Kristallgitter gleiche Atomanordnung im zeitlichen Mittel vor- 
handen ist. 


Zusammenfassung 


An Schmelzen von Indium, Thallium und Blei wird mittels Fourier- 
analysen die Atomverteilung bestimmt: in allen drei Fällen ergibt sich 
eine 8er Koordination, während im Gitter bei Blei und Thallium streng, 
bei Indium angenähert eine dichteste Kugelpackung (12er Koordination) 


vorliegt. 


Stuttgart, den 27. 9. 43. 
Institut für Metallphysik am KWI für Metallforschung. 


(Eingegangen 28. September 1943). 
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Über die Strukturänderung von Metallen durch Kaltbearbei- 
tung*) 
(Nach Untersuchungen mittels Elektroneninierferenzen) 
Von W. Kranert und H. Raether') 
(Mit 6 Abbildungen) 
I. Einleitung 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Abnahme der Kristallit- 
größe eines Metalls durch Kaltbearbeitung (Drücken, Polieren, Walzen) zu 
beobachten, vor allem im Hinblick auf die Struktur der obersten Schich- 
ten einer bearbeiteten Metalloberfläche (‚‚quasiflüssige‘‘ oder Beilby- 
Schicht). Die Untersuchungen an mechanisch bearbeiteten Metallober- 
flächen mit Elektroneninterferenzen hatten ergeben?), daß die oberste 
Schicht (einige 10 AE) durch die Bearbeitung in ein äußerst feinkörniges 
(einige wenige Elementarzellen) Gefüge zerkleinert wird, sodaß das,Inter- 
ferenzbild auch als das einer quasiflüssigen Metallschicht beschrieben 
werden kann. Wobei quasiflüssig bedeutet, dass die Atome die An- 
ordnung wie in einer Flüssigkeit haben, aber nicht beweglich sind. 
Zur Stützung dieser Vorsteilung und zur Behebung der inzwischen gegen 
sie hervorgebrachten Bedenken schien es uns wichtig, den allmählichen 
Übergang des Einkristallgefüges in diesen Zustand äußerster Zerkleine- 
rung, durch die Bearbeitung entstanden, zu beobachten, da weder die 
Erweiterung des Versuchsmaterials auf andere Metalle, noch die Anwen- 
dung anderer Bearbeitungsmethoden einen Fortschritt ergeben hatten. 
Dies geschah auf zwei Weisen: 

1. Die Oberfläche eines Einkristalls wurde bearbeitet und ihr Zu- 
stand mittels Elektroneninterferenzen in Reflexion untersucht. Man 
erhält einen Überblick über die Verformung und ihre Wirkung in die 
Tiefe durch schichtweise Abtragung der Metallfläche und jeweilige Unter- 
suchung des Gefügezustandes durch Interferenzaufnahmen. (Teil II.) 

2. Ein dünner Einkristall wurde bearbeitet und seine Zerstörung 
mittels Elektroneninterferenzen in Durchstrahlung verfolgt. (Teil III.) 


*) Herrn Geheimrat A. Sommerfeld zu seinem 75. Geburtstag am 5. De- 
zember 1943. 


1) Die ersten Versuche, die Elekt interferenzen auf das obige Thema 
anzuwenden, habe ich damals im Sommerfeldschen Institut ausgefiihrt. Es ist 
mir daher eine besondere Freude, diese Arbeit, die einige der damals offengeblie- 
em Fragen klärt, in dankbarer Erinnerung als Geburtstagsgabe überreichen zu 

önnen. 

*) H. Raether, Zs. f. Phys. 86, 82, 1933. — R. C. French, Proc. Roy. 
Soc. 140, 637, 1933. 
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II. Reflexion an bearbeiteten Metalleinkristallen. 


Nach Kaltbearbeitung einer ungestörten Einkristallfläche soll die 
Veränderung der Struktur der obersten Schichten festgestellt werden. 
In der Literatur!) finden sich eine Reihe von Arbeiten, die diese Frage 
mit Röntgenstrahlen untersuchen. Röntgenstrahlen, selbst langwellige, 
haben in Materialien mittlerer Ordnungszahl eine Halbwertsdicke von 
etwa 10 u, d. h. nach etwa 100000 AE ist die eingestrahlte Intensität 
auf die Hälfte gesunken. Z. B. beträgt die Halbwertsdicke von CuKa 
(1,5 AE) in Kupfer 15 uw, von CrKa (2,2AE) in Kupfer 6 u. Es wird. 
also mit Röntgenstrahlen der Zustand der Oberfläche, gemittelt über 
einen Tiefenbereich von etwa 100000 AE, erfaßt. Die Röntgenstrahlung 
ist daher im Vergleich zur Elektronenstrahlung (s. u.) als eine sehr 
grobe Sonde für Oberflächenuntersuchungen zu bezeichnen. So ist es 
z. B. nicht verwunderlich, daß das Röntgenreflexionsbild einer geschlif- 
fenen Metallfläche im Gegensatz zum Elektronenreflexionsbild keine 
Änderungen zeigt, nachdem diese poliert worden ist?), da nur die aller- 
obersten Schichten durch den Poliervorgang verändert werden (s. u.). 

Die Elektronen hingegen haben infolge ihrer erheblich größeren 
Streuabsorption eine weitaus geringere Durchdringungsfähigkeit als 
Röntgenstrahlen, die zusammen mit der von der Bragg’schen Gleichung 
auf Grund der kleinen Elektronenwellenlänge verlangten, streifenden 
Anstrahlung der Fläche zu einer sehr geringen Eindringtiefe der Elek- 
tronen in die Oberfläche führt. Bei einer durchstrahlbaren Materialdicke 
von 1000 AE resultiert für einen Glanzwinkel von einigen Grad 
(Acgiektron) = 0,06 AE) eine Eindringtiefe von etwa 10 AE. Da somit 
der erfaßte Tiefenbereich um vier Zehnerpotenzen geringer als bei Rönt- 
genstrahlen ist, werden genauere und neue Aussagen möglich. 


1. Experimentelles: Bearbeitung der Proben und Abtragung 
der verformten Schichten. 


Das Ausgangsmaterial war in allen Fällen eine Kupfereinkristall- 
fläche, meist die (100) Fläche, die vorsichtig aus einem Einkristallstab*) 
herausgeschnitten worden war. Sie wurde glatt geschmirgelt (bis 5/0) und 
daraufhin nach dem von Jacquet angegebenen Verfahren‘) elektro- 
lytisch poliert, wodurch das Kupfer bis auf den ungestörten Einkristall 
abgetragen wurde. Hiervon konnte man sich an Hand von Elektronen- 
interferenzaufnahmen überzeugen (vgl. Fig. 1)5). Diese Oberfläche wurde 
nun bearbeitet, indem sie mit einem Polierstahl oder einem halbkugel- 
förmigen Achat (r = 0,5 cm) gedrückt wurde (Handdruck 1—2 kg). Die 


1) Siehe G. Schmaltz, Technische Oberflächenkunde (Berlin 1936) S. 148. u.f. 

2) W. Boas und E. Schmidt, Naturwiss. 20, 416, 1932. 

3) Der Einkristallstab ist uns freundlicherweise von Herrn Prof. E. Schmid 
(Metallgesellschaft, Frankfurt) überlassen worden. 

4) P. Jacquet, C. R. 201, 1473, 1935; La Technique Moderne 31, 561, 1939, 
P. Schafmeister u. K. E. Volk, Technische Mitteilungen, Krupp, 15, 279, 1941. 

5) Über die Ergebnisse der Interferenzversuche an elektrolytisch polierten 
Flächen vgl. W. Kranert, K.H. Leise u. H. Raether. Zs. f. Phys. 122, 248, 1944. 
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Dauer des Drückens variierte zwischen 5 Min. und 30 Min. Als Sauer- 
stoffabschluß diente Alkohol. 

Für die Untersuchung des Zustandes unter der Oberfläche mußten 
die darüberliegenden Schichten abgetragen werden. Hierzu wurde die 
bearbeitete Fläche entweder elektrolytisch abgeätzt oder (seltener) durch 
Kathoderzerstäubung al getragen. 


a) Elektrolytische Abtragung. 


Es erwies sich Orthophosphorsäure (spez. Gewicht = 1,36) geeigne- 
ter als Salzsäure, da jene besser die Bedingung erfüllt, dünne Schichten 
gleichmäßig abzulösen, die Fläche also nicht aufzurauhen. 


Fig. 1. Interferenzbild der elektrolytisch polierten Ausgangsfläche. Das Einkristall- 

weist auf ein ungestörtes Gefüge hin. Aus der Strichform der Reflexe, 

die auf einen Brechungseffekt der Elektronen beim Eintritt in die sanft gewellte 

Kristalloberfläche zurückzuführen ist, kann man auf eine sehr glatte, also für eine 

gleichmäßige Bearbeitung günstige Oberfläche schließen. (a) Einstrahlung längs 
der Würfelkante, (b) längs der Würfeldiagonale. 


Diese Tatsache wurde folgendermaßen festgestellt: Das Interferenzbild elek: 
trolytisch polierter Metallflächen zeigt Reflexe mit strichartigen Verlängerungen 
nach kleineren Winkeln (vgl. Fig. 1). Hervorgerufen ist diese Erscheinung durch 
eine Brechung der Elektronen an den Begrenzungsflächen, die infolge der Einebnung 
hur geringe Winkel mit den reflektierenden Netzebeaen einschließen. Bleibt nun 
nach Abtragen einer gewissen Oberflächenschicht der elektrolytisch polierten 
Fläche die strichartige Verlängerung der Reflexe erhalten, so ist der Schluß berech- 
tigt, daß die Metallfläche im Vergleich zum Ausgangszustand nicht rauher geworden 
ist. Bei Verwendung von Orthophosphorséure begann eine Schrumpfung der 
Reflexschwänze nach Ablösen von mehr als 1000 AE, bei Salzsäure hingegen schon 
bei mehr als 100 AE. Wird die Abtragung mit Kathodenzerstäubung durchgeführt 
(8. u.), so ändert selbst die Wegnahme von vielen 1000 AE nichts an dem Inter- 
ferenzbild der Fläche. (Genaueres hierzu vgl. 8. 521, Anm. 5). 


Auf Grund einer Eichung, bei welcher ein wägbarer Gewichtsverlust 
des bearbeiteten Metallkristalls durch genügend lange Abtragung er- 
reicht wurde, konnte durch lineare Interpolation die Dicke der jeweils 
entfernten Schicht bestimmt werden, die mit der aus der Strommenge 
und dem elektrochemischen Äquivalent berechneten übereinstimmte, 


a b 
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Für den Fall sehr dünner abgelöster Schichten (m 10 AE) jedoch müßte 
die Zeit der Elektrolyse so kurz bemessen werden, daß wegen der damit 
verbundenen Ungenauigkeiten die stromlose Ätzung vorgezogen wurde. 

Die Proben wurden nach Herausnehmen aus dem Elektrolyten mit 
destilliertem Wasser kräftig abgespritzt und in Alkohol geschwenkt, 
daraufhin die letzten Alkoholtropfen abgeschleudert und das Präparat 
in die Interferenzapparatur gebracht. 


b) Abtragen durch Kathodenzerstäubung 


In einigen Fällen wurde die Ablösung mittels Kathodenzerstäubung 
in Wasserstoff ausgeführt, wobei die Berechnung der abgestäubten 
Schichtdicke in der gleichen Weise wie oben durch Abtragen wägbarer 
Mengen geschah. 


2. Ergebnisse: Das Interferenzbild in verschieden tiefen 
Schichten des bearbeiteten Kupfereinkristalls. 


Wurde eine ungestörte Oberfläche, durch elektrolytisches Polieren 
hergestellt, eine halbe Stunde gedrückt, so zeigte sie ein Interferenzbild 
mit zwei breiten Ringen (vgl. S. 520, Anm. 2). Ihre Radien sind um etwa 
10%, kleiner als die durch Verschmelzen der stärksten kristallinen Kupfer- 
ringe entstandenen, sie sind ‚verschoben‘. An kürzer bearbeiteten 
Proben.traten ,,unverschobene“ Ringe auf, ebenfalls verwaschene Ringe, 
die infolge Verbreiterung der stärksten kristallinen Interferenzen 
entstehen. Wurde die Fläche, die verschobene Ringe liefert, abgetragen, 
so zeigte das Interferenzbild ab 5 AE im allgemeinen bereits die breiten 
unverschobenen Ringe (Fig. 2a). In wenigen Fällen lagen nach 5 AE die 
Durchmesser der Ringe zwischen denen der verschobenen und unver- 
schobenen. Wir werden später sehen, daß die verschobenen Ringe von 
einer dünnen, äusserst feinkörnigen Kupferoxydulhaut herrühren, 
(vgl. Teil V), während die unverschobenen einer dünnen Schicht von 
durch die Bearbeitung äußerst feinkörnig gewordenem Kupfer zuzu- 
schreiben sind. In 50 AE Tiefe kommt ein dritter unscharfer Ring hinzu, 
die (420) + (331) Interferenz, und nach 100—150 AE beginnt die Tren- 
nung der verwaschenen Ringe. Fig. 2b gibt ein Beispiel für die vollzogene 
Trennung der Interferenzen (220) und (311 + 222). Dabei tritt zuweilen 
— wie auch häufig bei breiteren kristallinen Kupferringen in Durch- 
strahlung bemerkt wurde — die (111) Interferenz mit besonderer Inten- 
sität gegenüber den übrigen Interferenzen auf. Die Ringbreite!) in eini- 
gen 100 AE Tiefe läßt auf eine durchstrahlte Gitterlänge von etwa 10 AE 
schließen, die mit der Kristallitgröße identisch ist (vgl. S. 532). Bei 800 AE 
ist die Trennung der Ringe (111) und (200) vorhanden; bei 2000 AE 
findet man bereits etwa 30 AE für die Kristallitgröße (Fig. 2c, 3c) und 
bei 5000 AE kann man die Interferenzen als scharf bezeichnen (Fig. 2d, 
3d) (Kristallitgröße ~ 50 AE). In größeren Tiefen, größenordnungs- 
mäßig 0,1 bis 1 «, nimmt das Interferenzbild entsprechend der Ausgangs- 


1) Den Photometerkurven entnommen und um die Strahldivergenz ver- 
mindert. 
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Fig. 2—5. Änderung der Struktur eines Einkristalls durch Kaltbearbeitung (Cu, 
Au). An Hand von Photometerkurven und Interferenzaufnahmen in Reflexion 
(Fig. 2 und 3) und Durchstrahlung (Fig. 4 
und 5) wird der Übergang des ungestörten 
Einkristalls zu feinstkristallinem (,,quasi- 
flüssigem'‘) Gefüge gezeigt. 


e 


Fig. 2. Fig. 3. 
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fläche des Einkristalls Faserstruktur an und geht im Gebiet von 1—10 u 
in das des ungestörten Einkristalls über (Fig. 3e, f). Diese oben aufge- 
führten Ergebnisse wurden durch wiederholte Versuchsreihen bestätigt. 
Eine kürzere Bearbeitung der Fläche äußert sich in der Trennung und 
damit im Schärferwerden der Ringe bei geringeren Tiefen. 

In einigen Versuchen wurde die Kaltbearbeitung der elektrolytisch 
polierten Fläche durch Rollen mit einer Stahlrolle ausgeführt. Diese 
Walzbearbeitung führt ebenfalls zu einer vollkommen zerstörten Ober- 
flächenschicht, erkenntlich an dem Interferenzbild mit stark verwasche- 
nen (verschobenen) Ringen. Die sukzessive Abtragung zeigt jedoch, 
daß die Bearbeitung (10 Min. Dauer) der Fläche nicht gleichmäßig 
erfolgte, da an einigen Stellen der Fläche nach wenigen AE, an anderen 
Stellen erst nach 500 AE, ein Pulverdiagramm mit verhältnismäßig 
scharfen Ringen, z. T. sogar mit Faserstruktur (nach dem unterliegen- 
den Einkristall), auftrat.Der Einkristall wird auch bei dieser Bearbeitung 
erst in etwa 5 u Tiefe erreicht. Offenbar ist die wechselnde Struktur 
dadurch bedingt, daß die Rolle nicht jedes Flächenstück gleichmäßig 
überstreicht. Es wurden daher die Rollversuche nicht weiter verfolgt. 

Es lag nahe, die oben angegebene Art der Bearbeitung durch Drük- 
ken durch eine maschinelle zu ersetzen und damit z. B. lie Frage nach 
der Tiefe der Störung abhängig von Bearbeitungsdauer und -stärke 
quantitativ zu verfolgen. Diese Versuche wurden nach verschiedenen 
Richtungen ausgeführt, führten aber bisher zu keinem Erfolg, da eine 
gleichmäßige Bearbeitung über eine größere Fläche nicht erreicht werden 
konnte, abgesehen von den Schwierigkeiten, die wegen Vermeidung von 
Schmiermitteln und der mit ihnen verbundenen Verunreinigungen hin- 
zukamen. 

Das Interferenzbild der abgetragenen Fläche konnte eindeutig dem 
flächenzentrierten Gitter des Kupfers zugeordnet werden; in einzelnen 
Fällen traten Ringe von Cu,O bzw. Cw,O + Cu auf. Sie besaßen grö- 
Bere Schärfe als die des Kupfers und zeigten teilweise eine Faserstruktur 
nach (110). Die Bedingungen, unter denen Oxydulbildung vor sich 
geht, konnten nicht erkannt werden. Es entsteht wahrscheinlich beim 


Fig. 2. Photometerkurven der Reflexions-Interferenzbilder in verschiedener Tiefe 

des kaltbearbeiteten Materials (Gold, Kupfer) 

a) nach Abtragen von 0 bis etwa 50 AE: Interferenzbild mit zwei breiten ver- 
waschenen Ringen, siehe Pfeile: linker Pfeil (111) + (200), rechter Pfeil (220) + 
(311 + 222); 

b) nach einigen hundert AE Tiefe: Trennung der Ringe (220) und (311 + 222); 

c) nach etwa 2000 AE: vgl. Interferenzbild Fig. 3 c; 

d) nach etwa 5000 AE: vgl. Interferenzbild Fig. 3 d; 


Fig. 3. Interferenzbilder (in Reflexion aufgenommen) nach Abtragen bestimmter. 

Schichtdicken kaltbearbeiteten Materials (Kupfer) 

c) Interferenzbild zu Fig. 2 c; 

d) Interferenzbild zu Fig. 2 d; 

e) nach Abtragen von einigen u; die geringe Verbreiterung der Reflexe senkrecht 
zum Radius deutet auf eine noch vorhandene Störung des Einkristalls; 

f) nach Abtragen von etwa 10 4; der nahezu ungestörte Einkristall kommt zum 
Vorschein. 


EN 
3 
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Ätzen der Probe mit der sauerstoffhaltigen Säure, da das Metall als 
Anode geschaltet wird. Daß die Oxydulentstehung sekundären Charak- 
ter hat, geht aus dem unregelmäßigen Auftreten im Interferenzbild 
hervor. Z. B. erscheinen in irgend einer Tiefe neben dem Kupferbild mit 
unscharfen Ringen die bei kleineren Radien liegenden scharfen Interferen- 
zen des Oxyduls mit Faserstruktur (110). Nach Abtragen einer gewissen 
Schicht verschwindet das Oxydul-Bild wieder und es bleibt das vor- 
hergehende Kupferbild mit seinen unscharfen Ringen bestehen. Später 
kommt das Kupferoxydul wieder usw. Es geht daraus hervor, daß 1. das 
Oxydul kein primärer Bestandteil der Metallschicht ist. 2. die Faser- 
struktur keinen Hinweis auf die Faserstruktur der Kupferschicht er- 
laubt!), da neben den unorientierten Kupfer-Interferenzen die orien- 
tierten des Oxyduls auftreten. 

Diese am Kupferkristall erhaltenen Ergebnisse sind für die durch 
die Bearbeitung entstandene Gefügestörung und ihren Verlauf in die 
Tiefe charakteristisch, da Abtragungsversuche an bearbeiteten Eisen- 
und Aluminiumeinkristallen einen ähnlichen Verlauf ergaben. Entspre- 
chend der größeren Weichheit wurde bei Aluminium der ungestörte 
Einkristall in erheblich größeren Tiefen erreicht als bei gleicher Be- 
arbeitung an Kupfer und umgekehrt an Eisen. 


III. Durchstrahlung bearbeiteter Metallschichten. 


Gegen die Deutung des Interferenzbildes bearbeiteter Metallflächen 
als das eines vollkommen zerstörten Kristallgefüges ist der Einwand 
erhoben worden?), daß das gleiche Interferenzbild mit breiten Debye- 
Scherrer-Ringen auch von einer stark eingeebneten Fläche geliefert wird, 
deren Rauhigkeit so gering ist, daß die durchstrahlten Unebenheiten infolge 
ihrer geringen Höhe nur noch mangelhaft aufgelöste Pulverinterferenzen 
geben. Abgesehen davon, daß auf Grund einer eingehenden Diskussion 
des Zusammenhanges von Rauhigkeit und Schärfe der Interferenzen 
(die an anderer Stelle mitgeteilt werden wird) dieser Einwand nicht 
mehr ganz stichhaltig ist, haben wir im hiesigen Institut von Plessing 
begonnene Versuche wieder aufgenommen?), die bearbeitete Schicht 
in Durchstrahlung zu untersuchen, da in diesem Fall kein Grund zu 
einem Zweifel besteht, daß die Kristallkörner der Metallschicht in ihrer 
Gesamtausdehnung zum Auflösungsvermögen beitragen. 


1. Experimentelles: Herstellung der dünnen, bearbeiteten 
Metallschichten. 


Für das Gelingen der Durchstrahlungsaufnahmen bearbeiteter Me- 
tallfolien ist es maßgebend, eine genügend stark, d. h. tief und gleich- 


1) Dieses ist von C. S. Lees (Trans. Far. Soc. 31, 1102, 1935) behauptet wor- 
den, als er bei elektrolytischer Abtragung von Kupferflächen das orientierte Kupfer- 
oxydul im Interferenzbild erhielt. 

2) F. Kirchner, Ann. d. Phys. 28, 21, 1938, sowie Nature 129, 545, 1932. 

3) E. Plessing, Phys. ZS. 39, 618, 1938, sowie W. Cochrane, Proc. Roy. 
Soc. 166, 228, 1938. 
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mäßig verformte Metallschicht herzustellen, die zugleich dünn genug 
für die Elektronendurchstrahlung ist. Das ist auf zwei Wegen möglich: 

Weg I. Eine dünne Folie (einige 100 AE) wird auf eine Unterlage 
aufgebracht, bearbeitet und für die Durchstrahlung abgelöst. 

Weg II. Es wird eine dieke Metallschicht (einige u) stark bearbeitet 
und für die Durchstrahlung dünn geätzt. 

Als Kaltbearbeitung kommt in Frage: 

Hämmern, Rollen (Walzen), Drücken (mit Polierstahl oder -achat) 
und Polieren auf Leder, mit und ohne Poliermittel. Sämtliche Methoden 
wurden, soweit das jeweilige Material es zuließ, angewendet, jedoch 
konnten, wie aus dem folgenden ersichtlich wird, nur einige zum Erfolg 
führen, die mit ihren Vor- und Nachteilen kurz beschrieben werden 
sollen. 


Weg I: Verwendung dünner Folien. 


a) ein dünner Einkristali wurde bearbeitet. Zu seiner Herstellung wurde das 
Metall (Cu, Au) auf eine heiße, frische Spaltfläche von NaCl aufgedampft!). Hiervon 
läßt sich die Metallschicht nach der Bearbeitung leicht in einem Wasserbad ablösen. 
Weder die Unterlage noch die Folie halten aber eine Bearbeitung (Drücken oder 
Polieren mit Leder) aus. Es wurde deshalb versucht, kleine dünne Stellen, in einem 
dickeren Einkristall eingebettet und somit von größerer mechanischer Festigkeit, 
durch Abschatten während des Aufdampfens herzustellen, jedoch ohne Erfolg. 
Das beste Ergebnis hatten wir noch bei Bearbeitung mit einer Stahlrolle (Hand- 
druck von !/,—1 kg), deren Dauer (höchstens 15 Min.) durch Reißen der Folie oder 
Springen der Unterlage begrenzt wer. Immerhin kann man mit dieser Methode 
zeigen, wie der Einkristall durch die mechanische Bearbeitung zu feinkristallinem 
Material zerstört wird. Ist dieser Übergang zum Vielkristall gezeigt, so kann man 
letzteren als Ausgangsmaterial benutzen und hat durch Wahl einer anderen 
Unterlage die Möglichkeit, die Schicht gegen mechanische Bearbeitung wider- 
standsfähiger zu machen. 

b) Ein dünner Vielkristall (Cu, Au) wurde bearbeitet. Die vielkristalline 
Schicht wurde als elektrolytischer Niederschlag auf eine Zinkunterlage (0,1 mm 
Walzfolie der Fa. Heraeus) gebracht. Um einen möglichst gleichmäßig dicken Nie- 
derschlag zu erhalten, wurde die Zinkfolie zuvor geschmirgelt und mit Wiener 
Kalk poliert; um sie frei von Verunreinigungen zu halten, die das Haften des 
Niederschlags verhindern, wurde sie kurz in 1% iger Schwefelsäure angeätzt. Zink 
wurde gewählt, da es sich von der bearbeiteten Kupfer- (und auch Gold-) Schicht 
leicht durch Salzsäure ablösen läßt, ohne daß das Kupfer angegriffen wird. Letzte- 
res ist jedoch nur theoretisch der Fall, da die Lösung von Kupfer schließlich da- 
durch erfolgt, daß es durch den in der Säure vorhandenen Sauerstoff oxydiert und 
das Oxyd gelöst wird. Um diesen Vorgang möglichst zu unterdrücken, wurde die 
Salzsäure zwecks Entfernung der gelösten Gase gekocht und mit einem Reduk- 
tionsmittel (Hydrazinsulfat) versetzt. 

Die Bearbeitung dieser Schichten bietet keine Schwierigkeiten und ist nur 
dadurch beschränkt, daß sie zu dünn poliert werden und sich daher nach Entfernen 
von der Unterlage in viele unbrauchbare Teilchen auflösen, was durch die bei der 
Ablösung der Zinkunterlage auftretende Gasentwicklung gefördert wird. Mit dieser 
Methode gelang es, eine stärkere Zerkleinerung der Kristalle herbeizuführen als 
auf dem Wege Ia. 


Weg II. Verwendung dicker Folien. 


Die Verwendung einer dicken Folie (> einige 1000 AE) verspricht nur dann 
einen Erfolg, wenn ihre Bearbeitung so gesteigert werden kann, daß eine quasi- 


2) H. Lassen Phys. Zs. 35, 172, 1934. 
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flüssige Schicht von etwa 100 AE Dicke entsteht; bis auf diese Stärke müßte dann 
die bearbeitete Folie abgetragen werden. 

Die besten Ergebnisse wurden mit einer dicken, elektrolytisch auf Zink nieder- 
geschlagenen Metallfolie erzielt, die mit einem Poliermittel (meist Rouge) auf Leder 
poliert worden war. Die Schicht wurde dabei mit 100—500 g/cm? auf eine rotier- 
ende Lederscheibe gedrückt (Umlaufgeschwindigkeit ~~ 200 cm/sec) die durc'ı 
Auftropfen von Benzol oder Alkohol feucht gehalten wurde. Diese Bearbeitung 
erzeugte eine gleichmäßig stark verformte Oberflächenschicht, während durch 
Drücken die Zerstörung zwar tiefer, jedoch weniger gleichmäßig war. Danach wurde 
das Zink mit Salzsäure losgelöst. Die Abätzung der weniger verformten Rück- 
seite der Folie (soweit die Folie nicht bereits durch die Bearbeitung dünn genug 
geworden war) erfolgte in Salpetersäure, in Ammoniumpersulfat oder elektrdlytisch 
in Phosphorsäure, und bei Gold in Kaliumcyanid oder Königswasser. Der Erfolg 
dieses Versuchs wird jedoch durch folgende Schwierigkeiten in Frage gestellt: 

1. Die Dünnätzung der bearbeiteten, von der Unterlage gelösten Folie muß 
bis auf mindestens 100 AE Dicke erfolgen, damit nur die obersten, am stärksten 
bearbeiteten Schichten vom Elektronenstrahl getroffen werden. Da die Rückseite 
der Folie infolge der Unebenheiten der Unterlage bereits eine unvermeidbare 
Rauhigkeit dieser Größenordnung hatte, wird durch das Abätzen nicht eine gleich- 
mäßig dünne Metallschicht entstehen, sondern eine löcherige Schicht wechselnder 
Dicke, die oft in viele Fetzen zerfällt. Hierdurch bleiben immer Reste weniger 
zerkleinerten Kristallmaterials stehen und bestimmen das Interferenzbild mit!). 

2. Es war nicht immer möglich, die verformte Seite der Folie vor der Wirkung 
der sie dünn ätzenden Säure zu schützen. Schutzhäute aus Zaponlack, Paraffin 
u. a. m. waren ungeeignet, da sich die Säure zwischen Metall und Schutzschicht 
drängte. Daher versprachen nur diejenigen Versuche einen Erfolg, bei denen es 
gelungen war, die Folie, oberseitig unbenetzt auf der Säure schwimmend, dünn 
zu ätzen. 

Trotz dieser Schwierigkeiten wurden auf diesem II. Wege die intensivste 
Bearbeitung und damit die stärkste Kornzerkleinerung erreicht. Zur Aufnahme 
der Interferenzen wurde die dünne bearbeitete Schicht freitragend auf ein durch- 
löchertes Blech gespannt. Der Lochdurchmesser betrug etwa 100 u, um kleinste 
Stücke aufbringen zu können. 


2. Ergebnisse: Das Interferenzbild dünner Einkristalle bei 
zunehmender Bearbeitung. 


Die erhaltenen Ergebnisse sind unabhängig davon, ob Kupfer oder 
Gold verwendet wurde. Die ungestörte Einkristallfolie, welche die in 
Fig. 4a gezeigte Aufnahme wiedergibt, wird durch schwache Bear- 
beitung in größere, wenig gegeneinander verkantete Kristalle zerteilt 
(Fig. 4b). Mit anhaltender Verformung geht das Interferenzbild in 
ein Pulverdiagramm über, das anfangs an der Faserstruktur noch 
den Ausgangskristall erkennen läßt (Fig. 4c, d). Später verschwindet 
die Faserstruktur (Fig. 4e) und die scharfen Interferenzringe nehmen 
mit weiterer Bearbeitung an Breite zu, d. h. die Kristallitgröße der 
Schicht nimmt ab (Fig. 4f). Es gelang, die Bearbeitung so weit zu 
steigern, bis die Ringe (111) und (200) ineinanderliefen, wie aus den 
Photometerkurven (Fig. 5e—h) ersichtlich ist. Die Interferenzen (220) 
und (311) + (222) blieben gerade noch getrennt, obgleich zahlreiche 
Versuche an Goldschichten mit unter den vorliegenden Verhältnissen 
größtmöglicher Bearbeitungsdauer ausgeführt wurden. Der Grund dafür 


1) Aus diesem Grunde mißlangen die Versuche, eine 5 und 15 u Cu-Folie der 
Firma Heraeus für die Durchstrahlung geeignet abzuätzen, obwohl . wegen 
ihrer Haltbarkeit eine starke Bearbeitung vertragen. 
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Fig. 4. Interferenzbilder dünner Gold- und Kupferschichten nach verschieden 

starker Kaltbearbeitung. 

a—f) Übergang vom unbearbeiteten Einkristall (a) zu feinkristallinem Metall (7). 
Die teilweise sichtbaren Extraringe, z. B. besonders stark in (b) sichtbar, 
sind auf haftengebliebenes Steinsalz zurückzuführen, s. Text. 
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ist, daß bei dem verwendeten Bearbeitungsverfahren die Dicke der 
Schicht, deren Zerstörung genügend ist, um die Interferenzringe (220) 
und (311) + (222) zu trennen, etwa 50 AE beträgt. Diese ergab sich 
aus Abtragungsversuchen, bei denen mit dem gleichen Bearbeitungs- 
verfahren eine massive Goldschicht verformt wurde und in Reflexion, 
wie in Teil II, beschrieben, auf ihren Zerstörungsgrad nach der Tiefe 
hin untersucht wurde. Da es aus den obengenannten Gründen nicht 
möglich ist, einen einige 1000 AE dicken Metallniederschlag so 
abzuätzen, daß eine gleichmäßig dicke Schicht von etwa 50 AE stehen 
bleibt, ist es sehr unwahrscheinlich, daß im Durchstrahlungsinterferenz- 
bild diese beiden Interferenzen getrennt erscheinen, es wird vielmehr 
immer stehengebliebenes, weniger zerstörtes Gefüge zum Interferenzbild 
beitragen, Es ist dies in Übereinstimmung mit den im hiesigen Institut 
ausgeführten Versuchen von Plessing (a.a. O.), welcher an bearbeiteten 
Goldschichten in Durchstrahlung ebenfalls ein Ineinanderlaufen der 
(111) und (200) Interferenzen fand, während (220) und (311) + (222) 
gerade getrennt blieben. Im Gegensatz hierzu fand Cochrane (a.a. O.) 
bei Durchstrahlung einer dünnen bearbeiteten Goldfolie ein Diagramm, 
welches die erwähnten Ringe ungetrennt enthält. Obgleich wir die gegen 
seine Aufnahmen vorgebrachten Bedenken, sie könnten durch Verunrei- 
nigung verfälscht sein, nicht teilen!), wiederholten wir mehrfach seine 
Versuche unter den von ihm angegebenen Bedingungen?), konnten je- 
doch sein Ergebnis nicht erhalten. Während wir die Trennung der Ringe 
aus den Photometerkurven entnehmen, beurteilt sie Cochrane nach 
dem subjektiven Eindruck der Aufnahme, so daß es möglich wäre, daß 
beim Photometrieren seiner Aufnahmen die besprochenen Ringe 
getrennt würden. 

Durch unsere Versuche, die die Verformung vom Einkristall bis zur 


1) Nachdem von J. J. Trillat und H. Motz (Trans. Far. Soc. 31, 1227, 
1935) auf dünnen Zelluloid- und Metallschichten unter geeigneten Bedingungen 
Interferenzbilder mit ,,amorphen Ringen“ als von Fettschichten herrührend erkannt 
worden waren, verdächtigte man alle Interferenzbilder mit breiten,Ringen als Fett- 
interferenzen, auch die kaltbearbeiteter Oberflächen. Von den eben genannten 
Verfassern ist jedoch festgestellt worden, daß längeres Liegen an der Labo- 
ratoriumsluft für die Bildung molekularer Fettschichten nötig ist und diese 
durch Waschen in fettlösenden organischen Flüssigkeiten beseitigt werden kön- 
nen. Die bei den hier beschriebenen Versuchen nur wenige Minuten andauernde 
Berührung der Proben mit Luft und das Spülen in reinstem Benzol, Alkohol etc. 
schließt die Möglichkeit der Deutung als Fettinterferenzen, auch bei den früheren 
Versuchen (H. Raether, a. a. O.) aus. Außerdem widerspricht dieser Deutung 
ganz allgemein die Tatsache, daß bedampfte, geschmirgelte, elektrolytisch polierte 
Flächen und Spaltflächen, also rauhe sowohl wie äußerst glatte, unter gleichen 
und z. T. für Befettung günstigeren Bedingungen die Interferenzen des Materials 
ergeben. Gerade auf glatten Flächen (elektrolytisch polierten und Spaltflächen) 
würden dünnste Schichten von Verunreinigungen sofort im Interferenzbild merk- 
bar werden. Treten Verunreinigungen durch Fettschichten auf, so sind diese sofort 
an dem charakteristischen Interferenzbild erkennbar, vgl. W. Papsdorf, Ann. d. 
Phys. 28, 564, 1937, C. A. Murison, Phil. Mag. 17, 201, 1934. 

2) Leider ist die Dicke der von ihm niedergeschlagenen Goldschicht nicht zu 
ermitteln, da sie bei einem Stromdurchgang von etwa 1 mA/cm? während 5 sec 
hergestellt, mithin höchstens 30 AE dick sein kann und gleichzeitig als gerade 
erkennbar angegeben wird. Beide Angaben sind nicht vereinbar. 
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völligen Zerstörung des Gefüges v.rfolgen, sind alle Einwände gegen 
die Vorstellung behoben, nach der durch die Kaltbearbeitung der Metall- 
oberfläche eine weitestgehende Zerstörung des Kristallgefüges herbeige- 


Fig. 5. Photometerkurven der Interfe- 
renzbilder dünner bearbeiteter Metall- 
schichten. 

e) Photometerkurve der Fig. 4 e; 

f) Photometerkurve der Fig. 4 f; 

g) und h) Bei stärkster Bearbeitung 
verlaufen infolge Kornzerkleinerung 
die Interferenzen ineinander. 


IV. Diskussion der Ergebnisse. 


Wird ein massiver Einkristall ver- 


formt, so geschieht die Verbindung 
von dem im Innern gelegenen unge- 
störten Einkristall, der bei den oben 
angegebenen Bearbeitungsverfahren in 
einigen ‚ı Tiefe wiederzufinden ist, zu 


700 
7000 AE ~ 


70000 AE ~ 


Fig. 6. Schematische Darstellung der 
Oberfläche eines bearbeiteten Metall- 
Einkristalls. Sie zeigt den Übergang des 
ungestörten Einkristalls in das feinst- 
kristalline Gefüge der obersten Schich- 
ten. Die Dicke der verformten Schicht 
ist die unter den im Text angegebenen 
Bearbeitungsbedingungen erhaltene. 


den äußersten Oberflächenschichten nach den beschriebenen Ergeb- 
nissen in einer physikalisch sehr einleuchtenden Weise, die in Fig. 6 
schematisch wiedergegeben ist. Danach nimmt die Kristallgröße stetig 


r : 
) 
- führt wird. 
Sa 
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nach der Oberfläche hin ab, und gleichzeitig wird die Anordnung der 
Kristalle immer regelloser. Die Bearbeitung bewirkt also eine Kornzer- 
kleinerung, vermutlich durch Abgleiten der Netzebenen, und zwar umso 
mehr, je näher wir der Oberfläche kommen, d. h. je stärker die bearbeiten- 
den Kräfte sind, im Einklang mit den Durchstrahlungsversuchen be- 
arbeiteter Schichten. 

Von besonderem Interesse ist das äußerst feinkristalline Gefüge 
der einige 10 AE dicken Oberflachenschicht mechanisch bearbeiteter 
Metalle, die infolge ihrer submikroskopischen Ausdehnung erst durch 
die Verwendung der Elektroneninterferenzen aufgefunden wurde. Ihre 
Dicke — bei den flächenzentrierten Gittern definiert als derjenige 
Schichtbereich, innerhalb dessen die Interferenzen (220) und (311)+-(222) 
verschwimmen — wurde unter den oben angegebenen Bearbeitungs- 
bedingungen zu etwa 50 AE gefunden. Ein ähnlicher Wert wurde von 
Raether geschätzt und von Hopkins!) an bearbeiteten Goldschichten 
(polykristallines Ausgangsmaterial) gefunden, indem er mit Kathoden- 
zerstäubung so viel Material abtrug, bis die Interferenzen getrennt 
wurden. 

Über den Grad der Zerstörung gibt näherungsweise die Breite der 
Interferenzen Aufschluß. Die Halbwertsbreite der Interferenzen hängt 
mit der Korngröße (würfelförmiger Kristall mit M, Atomen im Abstand 
a längs der Würfelkante vorausgesetzt) über 


A 
M,a 


zusammen?) (@ = dj). Nehmen wir an, zwei Ringe laufen ineinander, 
falls ihre Breite gleich ihrem Abstand ist, so folgt aus dem Ineinander- 
laufen von (111) und (200) etwa drei Elementarzellen und aus dem Ver- 
schwimmen von (220) und (311) + (222) ein bis zwei Elementarzellen 
für die mittlere Korngröße. Die durchstrahlten Kupferschichten z. B. 
waren daher bis zu etwa 10 AE, die in Reflexion untersuchten bis zu 
etwa 5 AE kleinen Kristallen zerstört worden. Diese Kristallitgröße 
stellt eine obere Grenze dar, da nach Ineinanderlaufen der beiden Ringe 
(220) und (311) + (222) (im Fall eines flächenzentrierten Gitters) eine 
weitere Zerkleinerung des Kristalls das Interferenzbild nicht mehr we- 
sentlich ändert. Würde die Zerkleinerung so weit gehen, daß die Metall- 
atome wie in einer Flüssigkeit nebeneinander liegen, natürlich ohne 
die Fähigkeit, ihren Platz zu wechseln, so würde das Interferenzbild 
ebenfalls aus einigen breiten Ringen bestehen,?) von denen die ersten 
beiden infolge des starken Intensitätsabfalls der kohärenten Streu- 
strahlung besonders deutlich wären. Es wurde daher bereits früher 
vorgeschlagen*), das Interferenzbild bearbeiteter Metallflächen als das 


49 = 


1) H. G. Hopkins, Trans. Far. Soc. 31, 1095, 1935. 

2) M. v. Laue, Zs. f. Krist. 64, 115, 1926, s. a. P. Scherrer, Nachr. Götting. 
Ges. 1918, 98. 

3) Vgl. die Durchstrahlungs-Interferenzbilder von Olen: L. R. Maxwell, 
Phys. Rev. 44, 73, 1933. 

4) H. Raether, a. a. O. 
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einer „quasiflüssigen‘‘ Metallschicht zu erklären. Unter der Annahme 
einer Atomanordnung z. B. einer gemischt hexagonal kubischen 
Kugelpackung, ist der mittlere Atomabstand aus dem Ringradius 
berechenbar. Die Auswertung der beiden breiten Kupferringe der Fig. 
2a nach diesem Verfahren ergibt für den mittleren Atomabstand 2,4 
bzw. 2,6 AE, im Mittel 2,5 AE. Da dieser Wert mit dem Durch- 
messer des Kupferatoms (2,55 AE) übereinstimmt, wie er aus dem 
Abstand der Netzebenen (110) im Kristallgitter bestimmt wird, scheint 
diese Annahme vernünftig. Sie ist darin willkürlich, daß eine Atom- 
anordnung vorgegeben ist. Sauberer wäre das von den Röntgenstrahl- 
interferenzen her bekannte Verfahren, aus dem Intensitätsverlauf mit 
Hilfe einer Fourieranalyse die mittlere Atomverteilung (wahrschein- 
lichste Abstände und Koordinationszahl) zu berechnen. Leider sind je- 
doch die Intensitätsverhältnisse der kohärenten wie inkohärenten Elek- 
tronenstreuung noch zu unbekannt, um dieses Verfahren auf die Aus- 
wertung der Elektroneninterferenzbilder zu übertragen. 


Auf Grund des Interferenzbildes der hier untersuchten Metalle 
ist es also nicht möglich zu entscheiden, ob die Atomanordnung als 
quasiflüssig (amorph oder glasig) zu bezeichnen ist oder ob sie aus eng 
aneinander gepressten Kriställchen von wenigen Elementarzellen Grösse 
besteht. Im übrigen verliert diese Unterscheidung bei Kriställchen der 
erwähnten - Grösse ihre physikalische Berechtigung, da die Ausdrücke 
quasiflüssig und feinstkristallin gleichsinnig werden. 

Die bisherige Diskussion hatte zur Voraussetzung, daß die Ring- 
verbreiterung auf eine Verringerung der Teilchengröße zurückzuführen 
ist. Es wäre aber durchaus denkbar, daß die breiten Interferenzen als 
die eines infolge der mechanischen Beanspruchung (Stauchung) stark 
verzerrten Gitters gedeutet werden können. Aus der Breite der Inter- 
ferenzen der am stärksten verformten Schichten (Fig. 2) berechnet man 
eine Änderung der Gitterkonstanten bis zu etwa + 10%, ein sehr hoher 
Wert im Vergleich zu dem an Röntgeninterferenzen gemessenen von 
maximal 1%. Dieser Unterschied würde jedoch keineswegs gegen die 
eben angeführte Deutung sprechen, da die von den Elektronen erfaßten, 
submikroskopischen Schichtbereiche durchaus unerwartete Eigenschaf- 
ten zeigen können. Vom energetischen Standpunkt aus betrachtet, stellt 
vermutlich eine Deformation dieses Ausmaßes eine größenordnungs- 
mäßig gleichgroße Energiespeicherung dar wie eine Zerkleinerung des 
Kristalls in Dimensionen von wenigen Elementarzellen. (Die Instabilität 
des verformten Zustandes zeigt sich darin, daß durch Erhitzen die 
bearbeitete Oberfläche kristallin wird (Plessing a. a. O.), bzw. bei 
Zimmertemperatur die dünne Schicht nach längerem Liegen rekristal- 
lisiert (Cochrane a. a. O.).) 

Daß jedoch die Vorstellung der mit der Bearbeitung abnehmenden 
Kristallgröße die richtige ist, geht aus folgender Feststellung hervor: 
Während die Winkelbreite der Interferenzen, verursacht durch Kristall- 


größe, im Bereich kleiner Winke! konstant ist (4 0, = 


8. 0.), 


A 
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gilt für die Winkelbreite durch Verzerrung |A #,| = 0 =. wo A d/ddie 


relative Anderung der Gitterkonstanten ist. Diese Beziehung, die aus 
der Bedingung n A = 2d # durch Differentiation erhalten wird, ergibt 
also im letztgenannten Fall eine mit dem Winkel zunehmende Winkel- 
breite'). Aus den Aufnahmen (vgl. Fig. 2c) geht aber eindeutig hervor, 
daß die Breite z. B. der Linien (200) und (311)?) praktisch die gleiche ist. 
Eine Änderung um einen Faktor 1,7 (= 9;,,,/s) müßte bemerkt wer- 
den. Das gleiche Ergebnis wurde an einer größeren Zahl von Aufnahmen 
mit durch Bearbeitung verbreiterten Ringen gefunden. Bekräftigt wird 
es durch Messungen der Winkelbreite als Funktion des Ablenkungs- 
winkels an Durchstrahlungsaufnahmen von aufgedampften Metallschich- 
ten, die in dünner Schicht sehr feinkörnig sind und mit Sicherheit als 
verzerrungsfrei angesehen werden können. Bei ihnen zeigt sich innerhalb 
der Fehlergrenzen die gleiche Unabhängigkeit der Interferenzbreite vom 
Winkel wie an bearbeiteten Schichten. Mithin können wir die Reflex- 
breite im wesentlichen der Kristallgröße zuschreiben. 


V. Anhang: Oxydbildung auf mechanisch bearbeiteten 
Oberflächen von Kupfer, Eisen und Nickel. 


Bereits bei den ersten, anfangs erwähnten Versuchen (vgl. S. 520, 
Anm. 1) war aufgefallen, daß die breiten Interferenzen an bearbeitetem 
Cu, Fe und Ni im Vergleich zu den erwarteten um 10% nach kleineren 
Winkeln verschoben waren (,,verschobene Ringe“ S. 523), im Gegensatz 
zu Ag und Au, bei denen die breiten Interferenzen durch Ineinander- 
laufen der kristallinen entstehen. Diese Erscheinung kann entweder auf 
dem Einfluß der Brechung beruhen, die eine Verschiebung der Inter- 
ferenzen nach kleineren Winkeln zur Folge hat, oder auf einer Oxydation 
der obersten Metallschicht, d. h. einer Aufweitung des Atomabstandes 
durch den Sauerstoffeinbau. Die hierdurch bewirkte Vergrößerung der 
Gitterkonstanten verschiebt die Reflexe ebenfalls zu kleineren Winkeln. 
Wir werden sehen, daß’die Oxydation die Ringverschiebung verursacht 
und nicht die Brechung, und zwar aus folgenden Gründen: 

a) Es ist unwahrscheinlich, daß eine Mitwirkung der Brechung ge- 
rade bei Kupfer, Eisen und Nickel beobachtet wird, bei Silber und Gold 
dagegen nicht. Abgesehen davon sollte, da eine Brechung, d. h. Ring- 
verschiebung, im vorliegenden Fall mit einer Reflexverbreiterung ver- 
bunden sein wird, vgl. das Beispiel elektrolytisch polierter Flächen, 
die Verschiebung der breiten Cu, Fe und Ni Ringe zu einer zusätzlichen 
Verbreiterung führen. Diese wird jedoch nicht beobachtet; die Cu, Fe ° 
und Ni Ringe haben das gleiche Aussehen wie die von Ag und Au. 

b) Aus den Abätzungsversuchen än elektrolytisch polierten Kupfer- 


1) Wie wir inzwischen bemerkt haben, wurde diese Tatsache bereits von 
U. Dehlinger und A. Kochendörfer (Zs. f. Metallkunde 31, 231, 1939) benutzt, 
um die Ursache der Linienverbreiterung von Rönt yulveraufnahmen an gewalz- 
tem Kupferblech zu erkennen. 

2) Der Reflex (311) hat bei größeren Winkeln einen Begleiter (222), welcher 
den Fuß etwa unsymmetrisch verbreitert. 
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flächen mit H,PO, und HCl ging hervor, vgl. S. 522, daß eine Aufrauhung 
der Oberfläche nach 1000 AE bzw. 100 AE eintritt, daran erkenntlich, 
daß die Wirkung des Brechungseffekts aufhört, d. h. die „geschwänzten“ 
Reflexe zu Punkten zusammenschrumpfen. Bei der Abätzung mecha- 
nisch bearbeiteter Flächen hingegen verschwindet die Verschiebung be- 
reits nach Abtragung von 5 AE. Würde also die Ringverschiebung durch 
eine Brechung verursacht sein, so müßte sie an Kupferflächen, die mit 
Orthophosphorsäure behandelt werden, noch in erheblich größeren 
Tiefen anzutreffen sein. 

c) Die oben erwähnten Untersuchungen mit Elektroneninterfe- 
renzen haben ergeben, daß die elektrolytisch polierten Metallflächen so 
eingeebnet sind, daß eine Mitwirkung des Brechungseffekts beobachtet 
wird. Optische Reflexionsmessungen wie elektronenmikroskopische Be- 
obachtungen!) zeigen jedoch, daß mechanisch bearbeitete Flächen rauher 
sind als elektrolytisch polierte, mithin die Verschiebung nicht auf die 
Brechung zurückgeführt werden kann. 

Es bleibt also nur die Deutung der Ringverschiebung als Folge 
einer Gitteraufweitung durch Oxydation übrig. Vergleicht man in Tab. 1 
die 5. Spalte, in welcher die Gitterabstände des bearbeiteten Metalles 
zusammengestellt sind, mit der letzten Spalte, welche die verbreiterten 
Interferenzen des Oxyds enthält, so wird diese Vermutung gestützt. 


Tabelle 1. 

Netz- Abstand | Feinst- | Bearbei- Abstand Feinst- 
Metall! nero | (AE) | krist. tet | Oxyd (AE) krist. 
Ca 1,94 2,24 | Cu,0 2,29 
(220) en 1,23 1,50 is 

aot } 1,07 1,25 
mi 2,24 | NiO 2,24 

(220) 1.24 1,26 1.47 
am | 1,35 
' aıo) | 202 | 2,02 3,25 (210) 2,22 | 2,22 
u (221) 1.7 | 1,17 1,25 | Fe | (422,130 | 1,30 


Die Möglichkeit der Oxydation wurde bereits von Dobinski?) heran- 
gezogen, da er bei Polieren von Kupfer etc. unter Benzin nicht die ver- 
schobenen sondern die unverschobenen Ringe erhielt (feinstkristallines 
Kupfer). Plessing?) wiederholte diese Versuche (unter Benzol) und 
konnte sie nicht bestätigen. Diese Diskrepanz scheint durch folgende 
Beobachtung verständlich: 


1) Vgl. H. Raether Zs. f. Phys. im Druck. 
2) S. Dobinski, Phil. Mag. 23, 397, 1937. 
3) E. Plessing, ZS. f. Phys. 113, 36, 1939, 
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Wurden die untersuchten Proben unter Alkohol oder Benzin ge- 
drückt, so lieferten sie in der Regel ebenfalls die verschobenen Ringe 
wie bei der Bearbeitung unter Benzol (vgl. Plessing). Besonders nach 
kürzerer Bearbeitung, traten jedoch auch unverschobene Ringe auf, die 
als Interferenzen von feinstkristallinem Kupfer zu erklären sind. Wurden 
diese Flächen anschließend noch länger gedrückt, so waren die Ringe 
verschoben. Wie schon Plessing angab, enthält die luftabschlieBende 
Flüssigkeit noch genügend Sauerstoff gelöst, um bei längerer Bearbei- 
tung die Bildung einer feinstkristallinen Oxydulschicht herbeizuführen, 
was nach. kurzer Bearbeitung im allgemeinen noch nicht der Fall ist. 

An den Metallen Kupfer und Eisen wurden daher im Hinblick auf 
die Oxydbildung einige Versuche unterrfommen, von denen die an Kupfer 
und Eisen ausgeführten kurz beschrieben seien. 

a) Kupfer. Den Anlaß zur Deutung der Ringverschiebung als Oxy- 
dation gaben die Versuche zur Bestimmung der Dicke der verformten 
Schicht. Es zeigte sich bei Kupfer, daß durchweg nach Abtragung dünn- 
ster Schichten (5 AE) bereits die unverschobenen breiten Ringe auftra- 
ten. Diese gingen in tieferen Schichten, je nach dem Maße der Bearbei- 
tung, in getrennte kristalline Interferenzen über. Bestünde die Schicht 
der verschobenen Ringe aus z. B. aufgelockerten Kupfer, so müßte bei 
ihrer geringen Dicke das darunterliegende Kupfer das Interferenzbild 
mitbestimmen. Da dies nicht der Fall ist, so ist zu vermuten, daß die 
Schicht aus Kupferoxydul besteht, das in Säuren erheblich leichter als 
Kupfer löslich ist und dadurch die geringe für Kupfer berechnete Schicht- 
dicke vortäuscht. 

Um diese plausible Vermutung der Kupferoxydul-Bildung zu stüt- 
zen, wurde der Versuch unternommen, die Abtragung säurefrei durch 
Kathodenzerstäubung zu bewerkstelligen. Erhält man dann Werte für 
die Schichtdicke — unter der Voraussetzung, daß sie aus Kupfer besteht 
— die mit denen aus der Säureabtragung übereinstimmen, so ist das 
oberste Material Kupfer, bei starker Verschiedenheit jedoch ist der 
Schluß auf Oxydul naheliegend. Die Ausführung des Versuchs ergab 
eine Dicke der die verschobenen Ringe liefernden Schicht (für Kupfer 
berechnet) von 50 bis 100 AE, darunter waren die unverschobenen 
Interferenzringe wieder sichtbar!). Diese starke Verschiedenheit beider 
Bestimmungen stützt die Vermutung einer Oxydulschicht, deren Dicke 
größer als etwa 10 AE sein muß, da das darunterliegende Kupfer im 
Interferenzbild nicht merkbar ist. Um einen Anhalt über die Dicke der 
Oxydulschicht auf bearbeiteten Kupferflächen zu bekommen, wurde fest- 
gestellt, welche Gewichtsmenge von einem Kupferoxydul-Kristall durch 
Phosphorsäure in einer bestimmten Zeit abgeätzt wird. Aus der Abätz- 
dauer der die verschobenen Ringe liefernden Schicht ergab sich, daß 
die meist auftretende Schichtdicke von Kupferoxydul (sogleich nach der 
Bearbeitung bestimmt) etwa 100 AE beträgt. 

b) Eisen. Daß an dem Interferenzbild von bearbeitetem Eisen eben- 


1) Versuche an einer ähnlich bearbeiteten Schicht, die unverschobene Ringe 
ergab, ließen in Übereinstimmung mit den Werten der elektrolytischen Abtragung 
bei ca. 60 AE die Trennung der breiten Ringe erkennen. (S. 523.) 
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falls das Oxyd wesentlichen Anteil hat, geht daraus hervor, daß nach 
Drücken unter Benzol unscharfe Ringe des Fe,O, erhalten werden 
konnten, deren Intensitätsverhältnis nicht immer mit dem normalen 
Fe,O, Diagramm übereinstimmte und deren stärkste in der Nähe der 
„verschobenen Ringe“ lagen. Die Tatsache der Oxydbildung unter Ben- 
zol bewog uns, von weiteren Versuchen zu dieser Frage abzusehen, da 
somit die Bildung einer dünnen Oxydschicht während der Bearbeitung 
auch unter Benzolabschluß äußerst wahrscheinlich ist. 

Zusammenfassend ist festzustellen, daß die äußerst feinkörnigen 
obersten Schichten eines bearbeiteten Metalles, z. B. Cu, Fe, Ni, (ver- 
mutlich wegen ihrer Feinkörnigkeit) selbst unter Abschluß durch eine 
Flüssigkeit, Sauerstoff, der in der Flüssigkeit gelöst ist, aufnehmen und 
ihn chemisch binden. 

Zusammenfassung. 

An Hand von Elektroneninterferenzaufnahmen wurde beobachtet, 
wie ein Metalleinkristall (Cu, Au) durch Kaltbearbeitung (Polieren, 
Drücken, Walzen) verformt wird. A 

1. Die Oberfläche eines massiven Einkristalles wurde bearbeitet 
und die Gefügeänderungen nach der Tiefe hin durch Abtragen bestimm- 
ter Schichtdicken untersucht, wobei der Elektronenstrahl die zu unter- 
suchende Fläche streifend traf (Reflexionsverfahren, Teil II). Es ergab 
sich beispielsweise, daß unter den genannten Bearbeitungsbedingungen 
bei Kupfer die Oberfläche mit einem äußerst feinkristallinen Gefüge von 
mehreren 10 AE Dicke (feinstkristalline oder quasiflüssige Schicht) über- 
zogen ist, das allmählich mit zunehmender Tiefe in ein normalkristallines 
Pulver übergeht (nach etwa 1000 AE) und schließlich in einigen u Tiefe 
unter der ehemaligen Oberfläche den ungestörten Einkristall erreicht. 

2. Ein dünner Einkristall wurde kalt bearbeitet und die mit zu- 
nehmender Bearbeitung hervorgerufenen Strukturänderungen dadurch 
untersucht, daß der Elektronenstrahl die Metallschicht durchstrahlt 
(Durchstrahlungsverfahren, Teil III). Die mit der Bearbeitungsdauer 
fortschreitende Zerstörung des Einkristalls zeigt sich in dem Übergang 
des Einkristallinterferenzbildes (Kreuzgitterdiagramm) in ein Pulver- 
interferenzbild an, wobei, wie oben, die zunehmende Kornzerkleinerung 
in der wachsenden Breite und im schließlichen Ineinanderlaufen der 
Pulverringe zum Ausdruck kam. Aus dem Diagramm kann man auf 
eine Zerstörung des Gefüges bis zu wenigen (1—2) Elementarzellen 
schließen, so daß eine Unterscheidung des quasifiüssigen und feinst- 
kristallinen Zustandes nicht mehr möglich ist (Diskussion, Teil IV). 

In einem Anhang (Teil V) werden Beobachtungen mitgeteilt, die 
zeigen, daß in gewissen Fällen, z. B. bei Cu, Fe, Ni, eine dünne feinst- 
kristalline Oxydschicht die mechanisch bearbeitete Oberfläche bedeckt. 

Die Arbeit wurde im Physikalischen Institut der Universität Jena 
ausgeführt. Wir danken Herrn Prof. H. Kulenkampff für sein 
Interesse und die Bereitstellung der Institutsmittel. 


Im September 1943. 
(Eingegangen 14. September 1943.) 
Annaien der Physik. 5. Folge. 43, 
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Zur Deutung der Kossel - Möllenstedt’schen Elektronen- 
Interferenzen weitgeöffneter Bündel an dünnen Plittchen’). 


Von E. Fues. 
(Mit 8 Abbildungen) 


Die von Kossel und Möllenstedt ‚beschriebenen Elektroneninterferenzen 
weitgeöffneter Bündel beim Durchgang durch dünnste Kristallfolien werden als 
Auswirkungen Ewald’scher Pendellösungen von Wellenfeldern im Kristall, also 
durch dynamische R itterb qualitativ und schematisch quantitativ 
gedeutet. Die Deutung des Zweistrahl-Falls folgt dem Vorgang von Mac Gillavry; 
deren Überlegungen jedoch durch Benutzung der Ausbreitungsfläche erheblich 
vereinfacht werden. Die genauere Auswertung von Einzelfällen soll von andrer 
Seite erfolgen. 


Von W. Kossel und G. Möllenstedt sind in einer Reihe von 
Arbeiten (1) — (4) Elektroneninterferenzen beschrieben worden, die 
beim Durchtritt konvergenter Strahlenbündel durch planparallele 
äußerst dünne Kristallplättchen entstehen. Zunächst wurden die dabei 
auftretenden Systeme von Interferenzstreifen von Kossel als ,,Inter- 
ferenzen am schmalen (Netzebenen-) Spiegel‘ beschrieben, eine Erklä- 
rung, gegen die v. Laue den Einwand erhob, daß sie gar nicht berück- 
sichtige, wie sehr das Auftreten der neuen Erscheinung vom Vorhanden- 
sein konvergenter einfallender Strahlenbündel abhängt. Bei genauerer 
Ausmessung der Interferenzstreifensysteme fanden die Entdecker denn 
auch «Abweichungen von der Erwartung der Aequidistanz, die nur durch 
eine Richtungsabhängigkeit des Brechungsindex für «Elektronenstrahlen 
zu erklären waren — die Verfasser sprachen in diesem Sinn von Disper- 
sion —. Bis G. H. Mac Gillavry (5) schließlich die quantitative Erklä- 
rung eines einfachen Falls mit Hilfe der dynamischen Theorie der-Raum- 
gitterbeugung gab, und aus den Abweichungen des Streifenabstands 
vom Gleichwert auf die Strukturamplitude der reflektierenden Netz- 
ebene schloß. 

Nach den überzeugenden Rechnungen dieser Verfasserin unterliegt es 
keinem Zweifel mehr, daß man in den Kossel-Möllenstedtschen Inter- 
ferenzen eine sehr direkte Auswirkung derjenigen inneren Interferenzen 
von Wellenfeldern im Kristall zu erblicken hat, die als Ewaldsche 
Pendellösung in der dynamischen Raumgitterbeugungstheorie bekannt 
sind. Dies gilt auch für komplizierte Fälle; um es auseinander zu setzen, 
soll jedoch zuerst auf die Erklärung Mac Gillavrys im einfachen Zwei- 
strahlfall eingegangen werden. Wir zeigen in $ 2, wie bei dieser Erklärung 
das Gesetz des Streifenabstands ohne jede Rechnung aus der Vorstellung 


1) Herrn Geheimrat A, Sommerfeld zum 75 Geburtstag gewidmet. 


i] 
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der Ausbreitungsfläche konstruiert werden kann, die in einer früheren 
Arbeit des Verfassers (6) geschildert wurde. Da dort noch auf ziemlich 
umständliche alte Rechnungen Bezug genommen ist, sei in § 1 vorher 
noch die Gleichung der Ausbreitungsfläche kurz hergeleitet und zum 
Verständnis des Nachfolgenden eine passende Formulierung der Ewald- 
schen Pendellösung angegeben. In den Paragraphen 3 und 4 wird zur 
Erklärung einer Aufnahme von Kossel und Möllenstedt an Musko- 
vit die besondere Gestalt seiner Ausbreitungsfläche und die daraus fol- 
gende Pendellösung erörtert, sowie eine schematische Folgerung für die 
beobachteten Unregelmäßigkeiten der Interferenzstreifensysteme ge- 
zogen. Die genauere Durchrechnung im Einzelnen soll einer anderen 
Mitteilung vorbehalten bleiben. 


§ 1. Rechnerische Herleitung der Ausbreitungsfläche. Zusammenhang 
zwischen Pendellösung im Kristall und Strahlendurchgang durch das 
Plättchen. 

2ri 


Für die Elektronenwellen ¥ = y(t)e * * im Gitter der Kristall- 
platte gilt die Schrédingergleichung 


2x" - 
(1) 
in welcher 
h2 
(2) 
9 


die im Raumgitter dreifach periodische Funktion der potentiellen 
Energie des Elektrons mit Gesamtenergie E darstellt. In der dreifachen 
Fourierentwicklung (2) sind die Ausbreitungsvektoren g der Partial- 
wellen bekanntlich ganzzahlige Gittervektoren im 2 r-fach vergrößerten 
reziproken Gitter. Aus (1) und (2) folgt 


sn? 
mit = (3) 
a 


oder, unter Vorwegnahme des konstanten Glieds S, der Fourierreihe 
und mit 


R=k2+g8,= h? 
(5) 
4 


Hierin bedeutet 2’ die Reihe ohne das Glied 9 = 0. 


q ( € 1) ist ein Entwicklungsparameter, der durch seine Größenord- 
nung 10~*zum Ausdruck bringt, daß für Elektronen einer Energie E von 
60—80 Kilovolt die Strukturamplitude q S, von höchstens einigen 
Volt nur eine „schwache“ Gitterstruktur bedeutet. 


35° 


= 
| 
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Unter den Lösungen der Wellengleichung (5) existieren als Aus- 
druck der den Kristall durchsetzenden Elektronenstrahlen ebene Wellen 


(6) 
5 


eines Ausbreitungsvektors ? mit periodisch im Rhythmus des Gitters 
modulierter Amplitude. Wie die Schreibweise 
(7) 

(8) 
zeigt, handelt es sich genau genommen um ,,Wellenfelder“ aus unendlich 
vielen verkoppelten Wellen. Unter ihnen überwiegt aber bei weitem eine 
einzige starke Welle f, (mit 5, = 0), wenn nicht durch Brag gsche Refle- 
xion im Gitter weitere starke Wellen, 5, b,... mit ihr physikalisch 
verkoppelt sind. Für ausgewählte Primärrichtungen ft, stehen gleich- 
zeitig mehrere, etwa (n-l) Netzebenenscharen in Reflexionsstellung; 
es entstehen in solchen Fällen Wellenfelder aus n starken (und unendlich 
viel schwachen) ebenen Partialwellen. Die schwachen Wellen können bei 
der Rechnung in nullter Näherung außer Betracht bleiben. Welche star- 
ken Wellen demgegenüber zu berücksichtigen sind, kann entweder 
direkt dem Versuch entnommen werden*), oder wird durch die nach- 
folgende Potenzentwicklung nach g entschieden. Das allgemeine Ergebnis 
solcher Rechnungen läßt sich anschaulich mit der Vorstellung der Aus- 
breitungsfläche verknüpfen, wie dies an anderer Stelle vom Verfasser 
geschildert worden ist (6) und weiter unten benützt werden wird. Wäh- 
rend dort unter Hinweis auf ältere, noch ziemlich umständliche Rech- 
nungen eine mehr konstruktive Darstellung gewählt wurde, mag hier 
nochmals eine kurze rechnerische Begründung Platz finden: 

Geht man nämlich mit dem Ansatz (7) in (5) ein: 


(9) 


so folgt, weil diese Gleichung im ganzen Gitter, also identisch in r erfüllt 
sein muß, das Verschwinden der einzelnen geschweiften Klammern. Oder, 
nach Umbenennung des Summationsindex, wobei g = bin” ausfällt, 


+ 92'S, _, vy, = 0 für jedes 6. (10) 


Theoretisch gesehen gibt es unendlich viel solcher Gleichungen, die 
durch unendlich viel Summenglieder alle mit einander verkoppelt sind. 
Praktisch gesprochen geniigt es aber — (das wird durch die unten folgende 
Entwicklung auch begründet) — sich sowohl in 6, d. h. in der Zahl der 
betrachteten Gleichungen, als in g, also in der Zahl der in Betracht 
gezogenen Amplituden, auf dien ‚starken‘, durch Brag gsche Reflexionen 


mit 


*) Z. B. läßt die Aufnahme Abb. 11 S. 58 in (4) erkennen, daß außer dem 
zentral gelegenen äußerst starken Primärstrahl noch weitere sechs in pseudohexa- 
gonaler Symmetrie um ihn gelegene starke Sekundärstrahlen in das Wellenfeld 
eingehen. Alle übrigen sind diesen gegenüber beträchtlich schwächer und in nullter 
Näherung zu vernachlässigen. 
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mit einander verkoppelten Wellen zu beschränken. Man hat dann in (9) 
ein lineares homogenes Gleichungssystem für die Verhältnisse der n 
Amplituden y, vor sich, welches unter der Bedingung lösbar ist, daß die 
Koeffizientendeterminante verschwindet. Da jedes tf, sich nach (8) 
linear in f, ausdrücken läßt, kann diese Bedingung als Bestimmungs- 
gleichung für den geometrischen Ort von {,, d. h. als Gleichung der 
„Ausbreitungsfläche‘“ aufgefaßt werden, Dieselbe wird mit Rücksicht 
auf (8) am besten im Raum des 2 r-fach vergrößerten reziproken Gitters 
konstruiert, wie das in (6) geschehen ist. 

Es ist jedoch zweckmäßig und entspricht dem Näherungsgrad, 
welcher durch Außerachtlassung der unendlich vielen schwachen Wellen 
ohnehin eingeführt wurde, wenn vor Aufstellung der Lösbarkeitsbedin- 
gung von (10) noch die Größen y; und f, nach Potenzen von g entwickelt 


(11) 
82+ 928, .1,+ (28,.m+0) +... 


und nur die Glieder mit q° und q' beibehalten werden. Man erhält 
+ — 82) yi? — HER, 2) 
....=0. 


(Die inkonsequente Hereinnahme des Zusatzes q l? in die Klammer mit 
q! wird für gewisse Fälle nachher begründet). Verlangt man die Gültigkeit 
von (12) über das vorliegende physikalische Problem hinaus für beliebige 
kleine g-Werte, so folgt einzeln das Verschwinden der Koeffizienten 
{ 19 von g°. Also der Reihe nach 


— 83] = 0 (13) 
+ [— 281, — + vy = 0, ws. (14) 


In der Arbeit (6) ist nun gezeigt worden, daB im Fall n starker Strahlen 
die Pfeilspitze f, sich gleichzeitig in der Nähe der n Kugeln 


(15) 


mit Halbmesser k um die Gitterpunkte 6; des (vergrößerten) reziproken 
Gitters befindet, sodaß die Annahmen (15) größenordnungsmäßig nicht 
im Widerspruch zur Entwicklung (11) stehen. Aus (13) folgen dann alle 
yy,” zu null, ausgenommen die soeben genannten starken Strahlen 
j = 1,2, .., n, für welche die eckigen Klammern [k? — 87] verschwin- 
den; damit sind die anderen Strahlen als schwach nachgewiesen. Fiir die 
starken reduziert sich das homogene Gleichungssystem (14) weiter auf 


— (28, +1, yh? yy? = 0 (16) 


< 
. » 
re 
. 
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mit der Lösbarkeitsbedingung 
[ le S,—t, 0 h (17) 


Am einfachsten wird die weitere Rechnung, wenn die Ausbreitungsvektoren 
nullter Näherung &; alle zum selben Punkt des k-Raums hinweisend gewählt 
werden können, wenn also 

Rj = + by (18) 


und die Zusätze q |; alle gleich demselben g | sind. Man erkennt in diesem Fall in 
(17) den geometrischen Ort für [und in diesem Sinn die Gleichung der Ausbreitungs- 
fläche. (18) ist mit (15) aber nur verträglich, wenn die n Kugeln (15) durch einen 
gemeinsamen Punkt gehen, der dann die Pfeilspitzen aller &; in sich auf- 
nehmen muß. Und dies ist wegen (11) in sinnvoller Weise auch nur dann zulässig, 
wenn das interessierende Gebiet von Primärrichtungen in nächster Nähe, d. h. in 
Abständen ~~ qk, von dem gemeinsamen Kugelschnittpunkt liegt. 

Ist eine dieser Voraussetzungen nicht erfüllt, so muß über die R; anders 
verfügt werden, aber wegen (15) stets so, daß ihre Pfeilspitzen auf den zugehörigen 
Kugeln (15) liegen. Auch in diesem allgemeinen Fall folgt aus (8) und (11) eine 
lineare Beziehung der [; unter einander, sodaß wieder Gl. (17) als geometrischer 
Ort für [,. d. h. als Gleichung der Ausbreitungsfläche aufgefaßt werden kann. 


Abb. 1. 


Es soll kurz erklart werden, warum manchmal entgegen der strengen Potenz- 
entwicklung, die Beiträge zweiter Näherung + q |,’ in den Gleichungen (16) zu- 
gefügt werden müssen. Läßt man sie weg, so bedeutet das geometrisch, daß man 
die erwähnten Kugeln in der Umgebung ihrer gegenseitigen Durchdringung jeweils 
durch ihre Tangentialebenen ersetzt. Gl. (17) wird in diesem Fall vom n-ten Grad 
in den Komponenten von [, d. h. die n Tangentialebenen werden in der Nach- 
barschaft ihres Schnitts durch eine n-schalige Fläche n-ter Ordnung ersetzt, welche 
(wie in (6) beschrieben) jede Durchdringung der Ebenen durch entsprechende 
Abrundung ihrer Schnittkanten vermeidet. Das ist in vielen Fällen eine hinreichen- 
de Schilderung, und in solchen wird man die Glieder gq i? aus (16) und (17) weg- 
streichen. 

Es gibt aber Falle, wie der in Abb. 1 gezeichnete, in welchen die n Kugeln 
nicht durch einen Punkt gehen, oder dieser nicht im Interessengebiet der Rechnung 
liegt, weil dieses sich über mehrere getrennte Durchdringungen erstreckt. Offenbar 
kommt es dort auf die Krümmung mindestens einer der Kugeln wesentlich an, 
wenn nicht einerseits der Topologie der Figur, andrerseits den Ausbreitungsrichtun- 
gen der n Strahlen Zwang angetan werden soll. In solchen Fällen kann man durch 
Zufügung des Glieds q I,” in (16) und (17) die Krümmung der Kugel (15) näherungs- 
weise berücksichtigen (sie ist nämlich durch ein Paraboloid ersetzt). Meist wird 
man indessen auf diese Zufügung verzichten können, vgl. die Schlußweise in $ 3. 


Gl. (17) stellt eine n-schalige Fläche F (f,) bzw. F (I) dar, deren 


| _ 
{ 
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einzelne Schalen F(®*) im Kopplungsgebiet jeder gegenseitigen Durch- 
dringung ausweichen und außerhalb desselben asymptotisch in die n 
Kugeln (15) übergehen. Wählt man auf der a-ten Schale einen durch 
f,“ bestimmten Punkt, so bestimmt er nicht nur gemäß (8) die Aus- 
breitungsvektoren f;‘~) der n starken Wellen, sondern aus (16) bzw. 
(10) auch die Verhältnisse ihrer Amplituden y‘*'*). Normiert man einen 
gemeinsamen Faktor derselben in willkürlicher Weise, 


(z. B. auf Z |y,®] = 1), (19) 


so ist damit das zugehörige Wellenfeld 
(x) 


y = Ly elf; (20) 


eindeutig bestimmt. 

Wir wenden uns jetzt der Lösung des Randproblems zu, d. h. der 
Frage, wie sich eine von außen auf die ebene Kristalloberfläche einfal- 
lende Welle yo = etfo.t (21) 
ins Innere hinein fortsetzt, und beschränken uns im Hinblick auf die 
Versuche von Kossel und Möllenstedt auf den Laue fall, bei welchem 
nach der Eintrittsseite hin auch durch Beugung keine Strahlen mit 
nennenswerter Intensität reflektiert werden, sondern sowohl Primär- als 
starke Sekundärstrahlen die Kristallplatte durchsetzen. Zunächst hat 
man nach Wellen zu suchen, welche die Tangentialkomponente f,, des 
einfallenden Ausbreitungsvektors übernehmen. Man hat also diese auf 
die Ausbreitungsfläche herunterzuloten, vgl. z. B. Abb. 9 in (6). Gerät 
man dabei in eine Primärrichtung, die durch Braggsche Reflexion (n — 1) 
sekundäre Wellen im Kristall erzeugt, d. h. gerät man in ein n-schaliges 
Kopplungsgebiet der Fläche, so stehen zur Fortsetzung der AuBenwelle 
n Wellenfelder aus je n starken Strahlen zur Verfügung, deren jedes 
schon an der Eintrittsfläche des Kristalls fertige Sekundärwellen in 
verschiedenen Amplitudenverhältnissen mitbringt. Da aber beim physi- 
kalischen Vorgang an der Eintrittsfläche noch keine Sekundärwellen 
vorhanden sein können, — sie entstehen ja erst durch Beugung beim 
Fortschreiten der Strahlung im Kristall, — so sind die n Wellenfelder 
so zu überlagern 

y(t) = = (22) 
x I 
daß in der Eintrittsfläche, (in welche wir den Ursprung der Ortsvektoren 
verlegen, sodaß in ihr f/~.r = $,(V.r), gerade der Zustand (21) der 
Außenwelle stetig übernommen wird. Daher gilt zur Bestimmung der 
eV das Gleichungssystem 


1 fiir 7 = 1 
= On = (23) 


*) Wir führen hier, nach dem der angestrebte Naherungsgrad erreicht ist, 
einen durch griechische Buchstaben unterschiedenen oberen Zeiger als Kenn- 
zeichen der Schale bzw. des Funktionszweigs ein. Er hat mit der Entwicklung (11) 
nichts mehr zu tun! 


2 
& 
al 
| 
| 
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Die Interferenz aller n? verschiedenen Wellen y‘* mit ihren für 
gleiches j aber verschiedenes a sehr wenig verschiedenen f,(“ kann als 
n-fach periodische Schwebung von n Strahlen mit gewissen mittleren 
f; beschrieben werden, wobei die eingestrahlte Intensität zwischen Pri- 
märstrahl f, und den verschiedenen Sekundärstrahlen teilweise hin- und 
herpendelt (Ewaldsche Pendellösung). 

Um dies rechnerisch zu verfolgen, zerlegen wir jeden Ausbreitungs- 
vektor f,(% in seine Tangential- und die (ins Kristallinnere hineinwei- 
sende) Normalkomponente: + Dann läßt sich das 
gesamte Wellensystem (22) im Kristall schreiben 


@ 


Vermöge der Konstruktion des Herunterlotens von f,, auf die verschie- 
denen Schalen der Ausbreitungsfläche ist nämlich 


(9 _ — unabhängig von a. (25) 
Liegt nun eine Kristallplatte der Dicke D vor, so ergibt sich an der 
Austrittsseite der Platte der Zustand 


e'tit-T mit p; = y et D. (26) 
J 


Er setzt sich ins Vakuum Hinein durch Elektronenwellen fort, welche 
die Amplituden (26) übernehmen. Sie sind es, die auf einem Schirm 
Photogramme wie die von Kossel und Möllenstedt mitgeteilten 
erzeugen. Dabei ist die Intensität des j-ten Interferenzstrahls propcor- 
tional 


Jj] = PP? 
a 


*<ß| + konjug. komplex Glieder. 


Man findet also 
6, + 2 (27) 
Das Klammerglied dieses Ausdrucks beschreibt gerade die Schwebungen 
der Pendellésung. 
Sein Wert hängt jedoch in mehrfacher Weise von der Richtung 
f, ab: Erstens nämlich hängen die Ausbreitungsdifferenzen | k\%? A| 
im Exponenten stark von der Stelle f,, ab, an welcher auf die verschie- 
denen Schalen der Ausbreitungsfläche heruntergelotet ist, und zweitens 
sind sowohl die Amplituden „,‘% wie die Faktoren ec von Punkt zu 
Punkt der Ausbreitungsfläche verschieden. Gerade diese Abhängigkeit 
von f, ist es, die in den Aufnahmen mit weitgeöffnetem Bündel zum 
Ausdruck kommt. Zunächst soll das am Fall zweier starker Strahlen 
(Primärstrahl und ein Interferenzstrahl) gezeigt werden. 
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§ 2. Konstruktive Herleitung des Ergebnisses von Mac Gillavry an der 

Ausbreitungsfläche. 

Bei Entstehung nur eines abgebeugten Interferenzstrahls im Kristall 
kann die Pendellösung recht anschaulich durch die nebenstehende Figur 
von Ewald erläutert werden. Durch Braggsche Reflexion geht in einer 
ersten Schicht bei genauem Einfall unter dem Braggschen Winkel die 
einfallende Intensität völlig, bei etwas abweichendem Einfall teilweise 
in den Sekundärstrahl über, Sie wird in einer zweiten Schicht (an der- 
selben Netzebenenschar) in den Primärstrahl zurückreflektiert und pen- 
delt in der Folge solange zwischen beiden Strahlen hin und her, bis an 
der Austrittsfläche der dort gerade vorhandene Schwebungszustand ins 


Vakuum übergeht. Die Figur deutet an, wie bei dünnen Plättchen 
(innerhalb der Glanzwinkelbreite!) sowohl Amplitude als Periodenlänge 
der Schwebung von der Richtung des einfallenden Strahls abhängen. 
Ohne Rechnung erkennt man, daß die Richtungen verschwindender 
Intensität des austretenden Sekundärstrahls (und voller, maximaler 
Intensität des austretenden Primärstrahls) nur abhängen vom Verhältnis 
der Schwebungsperiode zur Plättchendicke. Ist diese ein ganzzahliges 
Vielfaches der ersteren, so erlischt der Sekundärstrahl, denn an der 
Eintrittsfläche beginnt er unter allen Umständen mit Intensität null. 
Die Schwebungsperiode ist aber völlig bestimmt durch die Differenz 
At=f) —t?, d. h. vom Abstand der beiden Schalen der Aus- 
breitungsfläche in Richtung der Plättchen-Normalen. Nun ist die Aus- 
breitungsfläche beim Zweistrahlproblem nach (7) näherungsweise der 
hyperbolische Zylinder |— 28,1 8 0 28 

mit den Tangentialebenen der beiden Kugeln (15) als Asymptotenebenen. 
Er ist in Abb. 3 im senkrechten Schnitt (parallel zur Einfallsebene) 
gezeichnet. Man erkennt, daß ohne dynamische Abrundung der Durch- 
dringungskante |/\ fjauf ihr gleich null wäre und nach beiden Seiten 


linear anwüchse, sodaß z. B. an den Stellen 1, 2,3,...|Af| = =. 


22 


> wi 3. De: und die Phase der Exponentialfunktion in (27) 


-~. 


fy 5A 
-- \ (?- N F 
| q 
Abb. 2. 4 


546 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


2n,2-2n,3-2n,.... betrüge. Diese Stellen bezeichnen also Einfalls- 
richtungen mit erlöschender Sekundärstrahlung nach wellenkinemati- 
scher Auffassung. 

In der dynamischen Theorie weicht indessen die Ausbreitungsfläche 
von den Asymptotenebenen ab, und zwar ist der Abstand der beiden 
Hyperbelscheitel nach (28) gegeben durch |S| : k cos@ (© der Glanz- 
winkel). Die Figur zeigt, wie durch eine einfache Verschiebung parallel 
zur imaginären Hyperbelachse die Stellen 1’, 2’, 3’, . . . gefunden werden, 
in denen nach dynamischer Auffassung |/\ f| die obengenannten Werte 
besitzt, also der Sekundärstrahl erlischt. Die von Möllenstedt in (4) 


Orientierung der Amıstalloberfläche 


0 7 2 1777 
| 
fl 


fin 
Abb. 3. 


Abb. 4 und 5 gefundene Abweichung des zur Achse des hyperbolischen 
Zylinders parallelen Interferenzstreifensystems von der erwarteten Aqui- 
distanz ist so auf anschauliche Weise erklärt. Natürlich enthält unsere 
Konstruktion nichts anderes, als was in den Rechnungen von Mac Gil- 
lavry ausgedrückt ist. Es sei daher auch darauf verzichtet, das Gesetz, 
der Intensitätsverteilung der Streifen formelmäßig neu herzuleiten. 
Doch muß kurz auf das allmähliche Abklingen der Streifenintensität 
mit wachsender Entfernung von der Mittellinie der Figur eingegangen 


werden. Dazu erinnern wir uns, daß in den elementaren Wellenteldern 


(20) eine Amplitude | yi? alle anderen ly umsomehr iibertrifft, je 


mehr die Schale F'*) der Ausbreitungsfläche sich der Asymptotenebene 
E, bzw. -Kugel X, nähert. Z. B. wirken in der Stellung 3 des einfallen- 
den Strahls in Abb. 3 zwei Wellenfelder zusammen, deren Zustands- 
punkte I, II den zwei Schalen Fi), F(2 der Ausbreitungsfläche ange- 
hören. F‘V nähert sich jedoch bei I schon sehr stark der Ebene E,. 


woraus für den Punkt / auf lp” : ya | = |a| » 1 geschlossen werden 


(2 


kann. Bei II gilt umgekehrt yr i yo = ß mit |p| v Tal « 1. Nor- 


miert man jedes der Wellenfelder nach (19). so nehmen die Amplituden 
die Werte an 


fil : 
| 
h. 
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1 l/a 
V1 + (1/a)® 1 + (1/a)? 
y? = (2) — . (29) 


Yrp 
Nach (23) ergibt sich weiter 
e=1+0[2): o(4). (30) 
a a Xs 


Die Schwebungsamplitude wird nach (27) also selbst » 1/a, d. h. umso 
kleiner, je weiter die Zustandspunkte vor der Mittellinie entfernt sind. 


§ 3. Übertragung auf das Mehrstrahlproblem. Die Ausbreitungsfläche im 
Fall der Möllenstedtschen 7-strahligen Muskovit-Aufnahme. 


Schon beim 3-Strahl-Problem ist aus mehreren Gründen ein viel 
verwickelterer Schwebungsvorgang in der Kristallplatte und dement- 
sprechend ein komplizierteres Interferenzbild zu erwarten. Nach Formel 
(27) erfährt jeder der drei Strahlen im Kristall eine dreifach-periodische 
Schwebung. Da die Periodenlängen im allgemeinen nicht kommensurabel 
sein werden, so folgt schon bei fester Einfallsrichtung die Verteilung der 
Stellen verschwindender Intensität längs eines Strahls einem kompli- 
zierten Gesetz. Berücksichtigt man noch, daß hierbei die Amplituden 
der drei Fourierglieder wesentlich sind — (von der Amplitude war die 
Verteilung der Schwebungsknoten im Fall zweier Strahlen ganz unab- 
hängig!) — und daß diese sich von Einfallsrichtung zu Einfallsrichtung 
stetig ändern, bedenkt man ferner, daß die Ausbreitungsfläche im Fall 
dreier Strahlen keine zylindrische, sondern eine doppelt gekrümmte Fläche 
ist (bei der die Schnitte gleichen |/\ f|-Werts selbst gekrümmt sind), so 
übersieht man, daß im allgemeinen keinerlei einfache Voraussage über 
die Interferenzenfigur mehr gemacht werden kann. In noch höherem 
Maß gilt dies naturgemäß bei Beteiligung von mehr als drei Strahlen. 

Demgegenüber weisen die sechs symmetrisch um den Primärstrahl 
gelegenen Sekundärflecke in der in Abb. 4 wiederholten Aufnahme von 
Möllenstedt (vgl. (4), Abb. 11) eine solche Einfachheit ihrer Streifen- 
systeme auf, daß sich die Überzeugung aufdrängt: im größten Teil jedes 
Flecks liegt gar nicht ein Vielstrahlproblem, sondern der wohlbekannte Fall 
der Wechselwirkung zweier Strahlen vor. Nur an den Stellen, wo der 
geradlinige Verlauf der Parallelstreifen unterbrochen wird und auf einem 
gewissen Zickzackweg deren verschobene Lage sich herstellt (d. h. längs 
der in Möllenstedts Abb. 12 gestrichelt angegebenen Schnittlinie und 
ihrer Umgebung), muß ein komplizierteres Wechselspiel obwalten. Noch 
ein zweiter Grundzug fällt bei Betrachtung der Aufnahme in die Augen: 
Die Primärintensität ist unvergleichlich viel stärker, als diejenige sämtli- 
cher Beugungsbilder; man kann rechnerisch, die Amplituden 9, bis p, in 
(26) als klein ansehen gegenüber y,. Andere als die sechs symmetrisch, um 
den Primärfleck gelegenen Interferenzen brauchen überhaupt nicht be- 
rücksichtigt zu werden, sie treten höchstens längs jener Art von Debye- 
Scherrer-Ringen hervor, die, aus Kikuchilinienstücken zusammenge- 
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setzt, eine in die Augen fallende zweite Beugungserscheinung darstellen, 
um die wir uns im Augenblick nicht kümmern wollen. 

Man darf in dem Überwiegen der Primärintensität keineswegs eine 
Folge der geringen Plättchendicke sehen und vermuten, daß der Schwe- 


Abb. 4 = Abb. Il von Möllenstedt aus Ann. d. Phys. V 40, S. 58 (1941). 


bungsvorgang der Abb. 2 nur im Anfangsstadium ausgebildet sei. Die 
Existenz vieler Interferenzstreifen bis zu ziemlich hohen Streifennum- 
mern in jedem Fleck beweist vielmehr (ebenso wie im Zweistrahlfall), 
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° 

7 
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5 

Abb. 5 


daß viele Schwebungsperioden in der Plättchendicke Platz haben, der 
Schwebungsvorgang also voll ausgebildet ist. Dagegen liegen die durch 
das primäre Bündel abgegrenzten Richtungen sämtlich in erheblichem 
Winkelabstand von den Durchdringungskanten der beteiligten Aus- 
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breitungskugeln und demgemäß sind nach (30) die Streifen schon ziem- 
lich schwach und nahezu äquidistant. 

Nach diesen vorbereitenden Überlegungen konstruieren wir die 
Ausbreitungsfläche in dem für die Aufnahme Abb. 4 in Betracht kom- 
menden Bereich, um an ihr die spätere Rechnungsführung zu orientieren. 
Sie entsteht durch dynamische Abwandlung der Durchdringung von 
sieben Kugeln (15), deren Mittelpunkte in einer Ebene, wie in Abb 5 
gezeichnet liegen, und deren Radien nach (4) für 62 kV-Elektronen 
131,5 A betragen gegenüber dem nächsten Mittelpunktsabstand von 
4,21 Ao (nämlich der 2 a-fachen Länge des Gittervektors (331) oder 
(060) des reziproken Gitters). 

Den Durchdringungskörper der sieben Kugeln in der Nachbarschaft 
ihrer gemeinsamen: Tangentialebene zerlegen wir nun in sieben Blätter, 
die sich in den früheren Schnittkreisen kantig berühren, aber nicht 
schneiden. Dabei ergeben sich bei der Projektion auf die genannte Ebene 
der Reihe nach die Figuren der Abb. 6, wenn wir die Blätter einzeln 


“ee 


\ 


Blatt F(4) 


Blatt Ff6) Blatt F(6) Blatt F(7) 
Abb. 6. 
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in der Reihenfolge projizieren, in welcher sie entgegen der Strahlrichtung 
gesehen werden. (Die Kugelmittelpunkte sind also hinter der Zeichen- 
ebene zu denken.) Die einzelnen Kugelflächenstücke der Schalen sind 
begrenzt von Rinnen — — — und Graten ........ , sie sind nummeriert 
nach ihrer Herkunft aus den verschiedenen Kugeln, während die ganzen 
Blätter nach ihrer vorhin erwähnten räumlichen Reihenfolge durch- 
gezählt sind. 

Durch die dynamische Abwandlung werden, wie in (6) näher aus- 
geführt, lediglich die Schnittkanten derjenigen Kugeln abgerundet — 
(sodaß statt Berührung der Blätter Ausweichung stattfindet) — deren 
zugehörige Strahlen in Reflexionskopplung stehen. Zeichnet man noch 
einmal den vom primären Strahlenbündel getroffenen Bereich vergrößert 
heraus (Abb. 7) und schneidet man ihn senkrecht zur Zeichenebene 


in Richtung A—A, so ergibt sich die folgende Schnittfigur, in welche 
auch die dynamischen Abrundungen qualitativ eingetragen sind: 


Abb. 8. Schnitt A—A, Krümmung stark übertrieben! 


In dem Schnitt ist zu erkennen, daß der stetige Verlauf der Kugel 2, 
soweit er sich im Bereich des primären Bündels befindet, längs der 
Schnittkreise mit den Kugeln 3 und 7 (und nur dort!), unterbrochen ist. 
An diesen Stellen tritt nämlich die Kopplung 2x3 bzw. 2x7 in 
Wirksamkeit. 
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Eine Abschätzung der möglichen Wellenfelder zeigt nun, daß außer- 
halb dieser Kopplungsbereiche die Entstehung des Interferenzflecks 2 
näherungsweise als Zweistrahlproblem (1, 2), innerhalb derselben als 
Dreistrahlproblem (1, 2, 3) bzw. (1, 2,7) aufgefaBt werden darf, ganz wie 
es das einfache Aussehen des Flecks 2 und seine Aufteilung in verschiedene 
Bereiche vermuten ließ. Die Abschätzung läßt sich noch ohne Rechnung 
etwa wie folgt andeuten: Wie Abb. 7 zeigt, liegt der Primärfleck genügend 
weit weg von sämtlichen Schnittkreisen der Kugel 1 mit irgendwelchen 
andern Kugeln, daß die Interferenzstrahlen 2 bis 7 im Sinn von (30) 
nur noch schwache Intensität (relativ zum Primärfleck) erhalten. Die 
Kopplung der Sekundärstrahlen unter einander wird daher überall dort 
quadratisch klein, also vernachlässigbar, wo man sich nicht mit der 
Primärrichtung in unmittelbarer Nähe der betreffenden Kopplungskante 
befindet. Solche Stellen sind aber für den Strahl 2 lediglich die erwähnten 
Schnittkreise der Kugeln 2,3 bzw. 2,7. Andere wirksame Schnittkanten 
der Kugel 2 existieren nicht, weil die Strukturamplituden zu den Strahlen 
4, 5, 6 null oder jedenfalls vernachlässigbar klein sind. 

Diese Vorüberlegung lenkt die folgende (natürlich auch in sich selbst 
begründete) Rechnung. 

$4. Schematische Durchrechnung der Aufnahme von Möllenstedt. 

Die Gleichungen (10) lauten für das 7-Strahlproblem der Abb. 4 
bei voller trigonaler (statt pseudotrigonaler) Symmetrie des Kristalls*) 
wie folgt (der Größenordnungsfaktor q ist jetzt gleich eins gesetzt, also 
für q S einfach S geschrieben): 
+ S* + Sys + S* + Sys + S* + Sy, =0 


Sy, + + S* ys + S*y,=0 
S*y, + Sy, + ys + Sys 

Syı + S*y; =0 (31) 
S* y, +Sy,+ + Sy. 

Sy, + S* y, + + S* yp, =0 
Sty, + Sy, + Sy.+ (e@—t]y,=0 


Wir setzen S = |S| e'¥, teilen jede Zeile durch den in ihr enthaltenen 


Klammerfaktor [ ]; und führen für ” folgende Bezeichnungen ein. Es 
i 


seien genannt 


s %;, wenn |[ ];| < |S|, sodaß alle «; > 1 
=< ;, wenn |[ ];| > |S], sodaß alle < 1 (32) 
Ch yi, wenn |[ ];| ~ |S}, sodaß alle y;~ 1 


Sämtliche a,, ß;, y; sind > 0. 


*) Anmerkung bei der Korrektur: Die Rechnung macht noch. keinen Ge- 
brauch von der tatsächlich vorhandenen hexagonalen Symmetrie, sondern setzt 
nur trigonale Symmetrie voraus. Dadurch wird deutlich, daß das Ergebnis (48) 
bzw. (49) von der Phase g der Strukturamplitude S abhängt, diese also erkennen 
lässt. Tatsächlich zwingt die hexagonale Struktur der Flecken 2 bis 7 nach- 
träglich zur Annahme gy = 0 (oder 2/3), d. h. reeller Strukturamplitude, die — 
von vornherein -eingefiihrt — die Rechnungen der Abschnitte 4 und 5 etwas 
vereinfacht hätte. 
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Wir betrachten insbesondre das Gebiet G der Flecken (vgl. Abb. 7) 
und orientieren uns an dem Schnitt A—A über die Größenordnung der 
Klammern I kl relativ zu (S). Dieses Verhältnis ist in den verschiedenen 
Blättern F™ bis F(” verschieden zu beurteilen, wie die Abbildung (8) 
zeigt. Man erhält aus (31) folgende Gleichungssysteme: 

In Blatt F®: 

+ ei? ys) +eip ye? + ei? =0 


yy? + — Bd e-ip — BD e-ip — 0 
yy — By 4 =0 (33) 
By) yy?) — eip eip weil) ye) =0 


Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt z. B., daß y,“ von der Grö- 
Benordnung ß-mal mindestens einer der anderen Amplituden y;) ist. 
Nach den folgenden Gleichungen kommt jedoch hierfür nur y, in 
Betracht. Man findet daher, wenn man jeweils die nächst kleinere 
Größenordnung (die. höhere Potenz der Größen ß,()) vernachlässigt, 
näherungsweise Gleichungen, in denen die klein gedruckten Glieder 
weggefallen sind. Aus ihnen folgt 


y= 


Ähnlich entsteht in den Blättern F®) bzw. F das Gleichungssystem 


. |oberen F@®|\, 
(die unteren | Vorzeichen beziehen sich auf | 73) |}: 
+ + CIP WO) + + CIP = 0 
F e-ip (or) ys eip y + ys” F eip ya) =0 (35) 
— Bap BS + — B&O e—ipy() —O 
— e—ip ya) — eip — eip + =0 


Betrachtet man hier die .1. und 4. bis 7. dieser Gleichungen, so ergibt 
sich, daß die Amplituden y,(% und y, bis y, in G von der Größen- 
ordnung f-mal mindestens einer der Amplituden y,% und y,‘~ sind. 
Diese ergeben sich aber aus der 2. und 3. Gleichung als von gleicher 
Größenordnung. Man kann daher die durch Kleindruck angedeuteten 
Vernachlässigungen begehen und findet näherungsweise 


2 : Vy e :0:0:ß, Vy e 2 (36) 
und 


io (34) 
=1:PßNeip : :.....: BD el : 


r 
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ye =~ (3) 17 Vs (8) e 2 I. (37) 


Durch ähnliche Überlegungen in den Blättern F) bis F(” findet 
man die Amplitudenverhältnisse der anderen elementaren Wellenfelder zu 


yi :y e — e?:1: (38) 
| + 20: FA yo auf K, 

= 
yy ne? :—B{“e "9.0; (39) 


+ Bi 70: : 1 auf K, 


— BO Vy, e 2 e 2 Vy¢ 2 Vy e 2 


: + [Ve 2 — Vy ?|:0:0: 

Vy; e 2: Vy. e Vy” e 2 
Auf eine besondere Normierung der Amplituden verzichten wir und 
setzen statt dessen die in (34) und (36) bis (41) gefundenen Verhältnis- 
zahlen unmittelbar als Amplitudenwerte ein. Dann liefern der Ansatz 
(22) und die Grenzbedingungen (23) ein Gleichungssystem, aus welchem 
nach Weglassung aller Glieder von kleinerer Größenordnung folgende 

Werte für die Koeffizienten c hervorgehen als Näherungswerte: 


4 
—B,DeifaufK 
c 
Vy? ys + 


4 (42) 
2 + BMVyMe 2 
Vos ye? + 
_ 
Vy yg + Vy 
In den gefundenen Amplitudenverhältnissen einerseits, den Koeffi- 
zienten (42) andrerseits (bzw. in den jeweils dahin führenden Bestim- 


mungsgleichungen) liegt der strenge Beweis dafür enthalten, daß sich 
das anfänglich ganz allgemein angesetzte 7-Strahlproblem (31) wirklich 
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auf ein 2- bzw. 3-Strahlproblem reduziert, wie in $3 vermutet worden 
war. Die Rechnung ist zwar zunächst nur für das Gebiet @ der Abb. 7 
angesetzt und liefert demgemäß die Verkopplung der drei Strahlen 
1, 2, 3. Man braucht indessen auf dem Schnitt A—A in Abb. 8 nur in 
Gedanken nach links aus dem Gebiet @ herauszutreten, um einzusehen, 
daß dabei die Größen y,(®, y, in die Größenordnung a,), a,‘2) ein- 
rücken, die Größen y,(® in entsprechende ß,(% übergehen. 
(Beim Durchtritt nach rechts findet das Umgekehrte statt!). Dadurch 
gehen die Gleichungen (35) — (37) und (42) von selbst in die entspre- 
chenden des Zweistrahlproblems 1,2 über, sodaß mit unserer schemati- 
schen Rechnung tatsächlich beide Behauptungen bewiesen sind. 


§ 5. Erörterung der Streifenverschiebung. 


Nach Formel (26) und (42) besitztz der Sekundärstrahl 2 an der 
Austrittsebene der Kristallplatte die Amplitude 


+ 


(1) 
= Be Me 3 e 2n 


1 va ys?) 
ve ys 
i|1@ |p 
+ 


ys 


Um das Streifensystem des Flecks 2 der Aufnahme Abb. 4 zu verstehen, 
hat man die Abhängigkeit der Größe |p,|? von der Einfallsrichtung zu 
untersuchen. Die Streifen im Fleck 2 liegen im wesentlichen parallel zur 
Durchdringungskante der Kugeln 1 und 2 (bzw. ihrer Tangeritialebenen) 
mit Ausnahme des Gebiets der Schnittlinien 2x3 bzw. 2x7, in deren 
Umgebung sie eine Verschiebung um fast eine ganze Periode durch- 
machen. Man kann also von der Intensität im Fleck 2 sagen, daß sie 
periodische Schwankungen senkrecht zur Durchdringungskante 1 x2 
besitzt, deren Phase ö im allgemeinen auf Parallelen zu ihr konstant 
ist nur in der Umgebung der genannten Schnittlinien eine eingreifende 
Änderung erfährt. Diese Änderung muß am Ausdruck (43) abzulesen 
sein, wenn man z. B. dessen Variation bein Fortschreiten längs des 
Schnitte A—A der Abb. 8 im Gebiet @ betrachtet. 

Wir führen unter Hinweis auf die Verhältnisse dieser Abbildung 
folgende Näherungen ein: 


> | | 
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1. setzen wir in Gebiet @ 
: BY = 1, (44) 
2. setzen wir den Cosinus des Winkels der Kugelnormalen von 
K, bis K, gegen die Plattchennormale gleich eins. (Er unterscheidet sich 
in jedem Fall bei der Aufnahme Abb. 4 nur um Beträge der Ordnung 
10~* davon!). D. h. wir messen die Normalabstände a,“ der Ausbrei- 
tungspunkte auf den Schalen F(® von den Kugeln K, einfach längs der 
Vertikalen unserer Figur. 
3. Derselben Näherung entspricht es, wenn wir auf einer und der- 
selben Vertikalen (also zum selbem f,,) setzen 
a, =a,2 =a und =a,% =b. (45) 
Der Figur entnehmen wir ferner, daß a links von der Mittellinie der 
Hyperbel 2x3 klein, rechts groß ist; und daß für b das Umgekehrte.gilt. 
4. Lassen wir die Zeiger „, an den Normalkomponenten der Aus- 
breitungsvektoren weg und zerlegen 
= — + af (2) _ +b; 


= — — al) — (46) 
unter k(&») den Vektor bis zur Kugel K, verstanden. 
Mit den Näherungen (44) bis (46) schreibt sich 
1 + b/a 
1 1—Vajb e ) (47) 
1+ 


Bildet man die Intensität, und setzt [] = ID] * «9, so kommt 

= + + — 2 [EI] co { — KY) D—8}). (48) 
Man erkennt, daB lediglich das cos-Glied die gewiinschte Periode senk- 
recht zur Kante 1x2 hat, welche dem Streifensystem zukommt. Für 
dieses Glied spielt aber die Klammer [] die Rolle einer komplexen Ampli- 
tude, deren Phase 6 gleichzeitig die Phasenlage der Streifen angibt. 
Diese Phase, d. h. der Argumentwinkel der komplexen Größe 


1 + Vbja e'?? 1—Vajb 
1 + b/a 1+ a/b 


ist also zu untersuchen. Er muß beim Durchlaufen des Gebiets @ die 
beobachtete Streifenverschiebung liefern. 

Die Ausführung dieser Rechnung bleibt einer besonderen Mitteilung 
vorbehalten. Nur auf einen Punkt soll hier noch hingewiesen werden. 
Der Argumentwinkel der Größe ® ist so beschaffen, daß er bei großer 
Entfernung von der Schnittlinie 2X 3 rechts und links Werten zustrebt, 
die sich nur um Vielfache von 2 x unterscheiden. Hiernach müßte man 
schließen, daß die Streifenverschiebung nur ein ganzes Vielfaches der 
Streifenperiode betragen könne, im Gegensatz zu den Feststellungen 


36* 


(49) 


4 
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von Möllenstedt, der angibt, daß sie nur 0,8 bis 0,85 dieses Werts 
besitze. Es ist sehr wahrscheinlich, daß man darin das Zusammenwirken 
der beiden Durchdringungen 2x3 und 2x7 in ziemlich naher Nach- 
barschaft zu erblicken hat, welches die Ausbildung des asymptotischen 
Verhaltens einfach verhindert. Sollte sich diese Vermutung quantitativ 
bestätigen, so wäre damit eine nicht unwichtige allgemeine Eigenschaft 
der Ausbreitungsfläche festgestellt, die sich (nach der Auffassung des 
Verfassers) auch schon in den Kikuchi-Enveloppen angedeutet hat. 
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Zur Streuung schneller Elektronen an Kernen 
Von P. Urban’) 


1. Einleitung 


Zur Bestimmung der Streuung schneller Elektronen wurden bisher 
verschiedene Methoden angewandt. Als erster hatte N. F. Mott *) 
dieses Problem in zwei Arbeiten untersucht und auf Grund eines Gor- 
don nachgebildeten Verfahrens seine Streuformel aufgestellt. Dieselbe 
war hierauf Gegenstand ausgedehnter experimenteller Untersuchungen, 
die gute oder weniger gute Übereinstimmung mit den theoretisch zu 
erwartenden Werten zeigten. Andere Autoren verwendeten Näherungs- 
verfahren, welche dasselbe Resultat mehr oder weniger kompliziert 
ergaben. So wendete Th. Sex1*) die stationäre Bornsche Methode 
an und erhielt auf relativ einfache Art eine Streuformel, die von der 
Mottschen im letzten Gliede abwich. Dies ließ vermuten, daß in den 
komplizierten Rechnungen von Mott ein Fehler unterlaufen ist. Tat- 
sächlich wurde bei einer Wiederholung der Durchrechnung durch den 
/erf.*) eine Übereinstimmung der beiden Formeln hergestellt und so 
die Richtigkeit der Sexlschen Rechnungen bewiesen. Wie die neuesten 
Versuche von Bleuler 5) zeigen, ist eine wesentliche Verbesserung der 

reinstimmung auch bei dem am meisten abweichenden Stickstoff 
erzielt worden. F. Sauter ®) wendete in seiner Arbeit über den Mott- 
schen Polarisationseffekt das Diracsche nichtstationäre Näherungs- 
verfahren an. Die von ihm benutzte hyperkomplexe Schreibweise der 
Diracschen Gleichungen, welche mittlerweile, wegen ihrer Koordinaten- 
unabhängigkeit und Einfachheit, als Standard von A. Sommerfeld 
in seinen neuesten II. Band Atombau und Spektrallinien übernommen 
wurde, eignet sich besonders zur Durchführung der entsprechenden 
Rechnungen. Auch das Bornsche Verfahren, welches Sexl in der 
Diracschen Schreibweise angewandt hatte, läßt sich, wie Sauter ”) 
zeigte, sehr elegant hyperkomplex darstellen. Aber allen diesen Ver- 
fahren haftet ein gemeinsamer Mangel an: Die höheren Näherungen 


1) Der Verf. wünscht Herrn Geheimrat A. Sommerfeld, dem diese be- 
scheidene Arbeit anläßlich seines 75. Geburtstages gewidmet sein möge, seine 
Verehrung und Dankbarkeit ergebenst zum Ausdruck zu bringen. 


2) N. F. Mott, Proc. Roy. Soc. 124. S. 425. 1929; 135. S. 429. 1931. 

3) Th. Sexl, Ztschr. f. Phys. 81. S. 178. 1933. 

4) P. Urban, Ztschr. f. Phys. 119. S. 67. 1942. 

5) E. Bleuler, Helv., Phys. Ac. Vol. XV. S. 613. 

6) F. Sauter, Ann. d. Phys. (5) 18. S. 61. 1933: Ztschr. f. Phys. 86. S. 818. 
1933. 

7) F. Sauter, Zs. f. Phys. 86. S. 818. 1933. 


558 ‚Annalen der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


werden bei Übergang zum nackten Kern divergent. Diese Erscheinung 
wundert einen nicht, wenn man an das Streuproblem in der Schrö- 
dingertheorie denkt. Chr. Möller !), welcher zuerst höhere Näherungen 
nach der Diracschen Methode für die Streuung von a-Teilchen be- 
rechnet hatte, fand +ebenfalls, daß die höheren Näherungen im Falle 
eines nackten Kernes divergent sind. Der Verf.?) hat nun versucht, 
im Anschluß an die grundlegende Arbeit von F. Sauter, die höheren 
Näherungen nach dem Diracschen Verfahren herzuleiten. Tatsächlich 
ergibt sich, wenn man den Übergang zur Schrödingerschen Theorie 
vornimmt, eine Übereinstimmung mit den seinerzeitigen Ergebnissen 
Chr. Möllers. 

Die von A. Sommerfeld und A. W. Maue 2) benutzte Methode 
der Spinkorrektion, welche das neueste Verfahren zur Approximation 
darstellt, gestattet die erste Näherung direkt anzuschreiben, bietet aber 
der Bestimmung der nächsten Näherung schon bisher unüberwindbare 
Schwierigkeiten. Sie verlegt gleichsam die Komplikation in die zweite 
Näherung. 


2. Ableitung der dritten Näherung 


Wir wollen uns in der Bezeichnungsweise an die Arbeit Sauters 
(a. a. O.) anschließen. Als grundlegende Beziehung für die. Ermittlung 
der höheren Näherungen findet man 


h 
(1) 
FA, 
-Vip,pyer~ für = 1, 2,3,... 


Die Amplitude der ersten Näherung ergibt sich zu 


4 
Ay (pt) =— fap, A% (pt) [dA (p) (p,)] 
A=1 
i 
—(E— Ehıyt 

pide” 
Setzt man in (1) « = 1,'so erhält man bei entsprechender Umnume- 
rierung (p durch p, und A durch 4,) 
er - 2 Jap, Ad (a (p) (pı)] (pr) aA (po)] 


—E,)t 


1 
* V (p, pr) V (pi, po) e* 


EA E, 
und durch Integration über t: 
1) Chr. Möller, Ztschr. f. Phys. 66. 513. 1933. 


2) P. Urban, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. 151. 1942. 
3) A. Sommerfeld u. A. W. Maue, Ann. d. Phys. (5) 22. S. 629. 1935. 


| 
G 
; \ 
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(p, 1) = b> f dp, Ag [a (p) y a% (p,)) 
A 
(3) | Ya (po)] V (p, pr) V pr, po) 
— Zah — t 
—1 eh 1 
(£4 — Ey)(EA— E,) — EA) (Eh— 


Wir schreiben schließlich die analog gefundene dritte Amplitude A, 
an, welche wir auch a 


A=1 A,=1 
y, [GAD y, aA) V (p, po) V (pe, Pr) V (pr Po) 
| (EA-—E,) (E4—E,) (EA —E,) (Eh-Eh) (Eh—E,) (EA -Eh) 


—E,) — Eh) (Eh — ER) 

Die in den Gleichungen auftretenden Integrationen lassen sich bequem 
im Impulsraum mittels Polarkoordinaten durchführen, indem man setzt 


dp, = pd pd Q, = p,*), 
wobei d 2, den Raumwinkel im Impulsraum bezeichnet. Unter Beriick- 
sichtigung des Energiesatzes schreibt man zweckmäßig 


E 
(5) dp, - "7248,40. 
Nun berechnen wir die Streuintensität nach der bekannten Formel: 
(6) war BY fay] 
zu 
(7) JS 77. (A) | A® op, t) |%, 


aus welcher wir durch Einsetzen der einzelnen Amplituden A? die ent- 
sprechenden Näherungen erhalten. J, und J, wurden von Sauter be- 
reits ermittelt; wir wollen daher gleich J, anschreiben, was für unsere 
Untersuchung ausschlaggebend ist: 
h? 0 pEdE 
3 A A iA 

($) Is = (0) 41421? + AM + AM A, 4. 
Die zu unseren weiteren Berechnungen notwendigen Beziehungen zwi- 
schen den Amplituden der ebenen Wellen, um die hyperkomplexen 
Größen reduzieren zu können, kann man leicht auf Grund der von 
W. Franz !) aufgestellten allgemeinen Relationen ermitteln. Wir führen 


1) W. Franz, Münchener Akademie, 1935. 


\ 2 
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sie nicht gesondert an, da es sich dabei nur um einfache algebraische 
Überlegungen handelt. Wir setzen nun der Einfachheit wegen: 


(9) = 4 10, 
wobei 

(16) 


(Aye 
| == A, + Konj. Kompl. 


gesetzt wurde. Substituieren wir die Werte der A’ aus (2), (3) und (4), 
so ergibt sich 
4 4 


A=1 2, 


(py) ga (p)] [4 (p) (p,)] 


(11a) (py) a (po) V (p, pe) V (p, Pr) V pr. po) V (pe. Po) 
(EA— KX) (EF — Eu) 
(EA— E,) By) Ek) E,) 


und 
4 2 


A=1 A= As 
lad 


[a4 (p) ao (p,)] (Pe) (pı)] [44 (p,) ¥4 ah (po) ] 
(p, pe) V (pe, Pr) V Po) V 


(11b) 4 


Eh — E,) (EA E,) (EA am E,) (BA— EA) k,) (kr om 
— EAs t 


— E,)t 
| e eh —] 
( 


Die Durchführung der komplexen Integration !) sowie Differentiation 
nach f liefert 


1) Bei derselben unterstützte mich Herr Prof. Sauter durch einen för- 
dernden Briefwechsel, wofür ich ihm an dieser Stelle herzlichst Dank sage. 


"Pı 1 
2 
€ 
| 
2 
c? 
| 
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h® po? Er 
I) = 273 ly Ag 
Reh A=1 2777 


. as (po) (Ps) aA (p)] (p) Ys a4) (p,)] 
(py) (po)] V (p, pe) V (ps Pa) V (Pr Po) V (pe, po)d 2,4 2, 


y 
p> 


(pe) (p)] [4 (p) (pe)] (pp) 74 
(p,) (po)] V (p, pa) V (pa, P1) V (prs Po) (p, po) d 2,4 


Man kann nun die Summen mittels der bereits erwähnten Relationen 
zwischen den Amplituden reduzieren und erhält, bei gleichzeitiger Er- 


(12a) 4 


und 


(12b) 4 


setzung der Indizes 1 und 2 durch Striche ’ und ” aus Zweckmäßig- 
keitsgründen: 
1 h? J, mi c® 
J, [fan 12 {z, 6 E,m?c E, 
+E Po) | Po) + Po) p) + p’) + (p, 
1: 
p’) po) + Lp. p’] Lp”: poll} Vip, po (p. 
V (p’, Po) 
und 
c E, 
+ Eye? [(p”, + (P Po) + Po) + p) + + (p. 
(13b) 


m? c® 
+ [(p, Po) + (p’, Po) + + — Po) —- (p. 


4 
= lp’. (p, Po) + [p. poll} p) V (p, Po) (p”, 
V (p’, 
wobei wir fiir 


2 
(13) (ay, ay) == 22 
Ami 
gesetzt haben. J, bedeutet die Primärintensität des einfallenden Elek- 
tronenstrahles. Es verbleibt daher nur mehr die Integration über die 
Zwischenzustände auszuführen. Es ergibt sich hierbei, wenn man der 
Einfachheit halber folgende Abkürzungen einführt: 


(pP) (p’, po) V (pp) V Po) 
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f d (p, p’)V (p’, po) V (p,P”)V (p” po) 


J f 2d 2" ip, V po) V (p, p’) Vp’, po) = Le 


und bei Annahme der analogen Winkelverhéltnisse, wie bei Sauter 
(a. a. O.). 


(14b) 


Bu (p, V (p’ po) d = + f 
mit 
j ct Z \® 
t (8) = |. 
(ar) 8p cout 
(14d) V 
b in (244) 
und 
ferner 


si 2 


2 \xzhp* 
int Vox cost 7 — sin 2 
1 J 


(15) | +4 E,c* + (2— Lyf (8) + + cos B f? (8) 
4 
+2 + cos 8) 
0 
Hebt man nun E, geeignet heraus und berücksichtigt, daß 
mc? Up E, 
£y es 
gilt, so ergibt sich schließlich 


= \:1-- und auch py = 


th? J, + 
R (1 — 


+ c08®) 


(16) 


+ + cond) ro) 


m c (1— ß?) m*c? V1 — 
In gleicher Weise ergibt sich nun J,(®; nur treten = andere EN 


über Vektoren auf, die sich nicht so einfach ermitteln lassen. Wir setzen 
als Abkürzung: (Sauter, a. a. O.) 


+2 
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= 


it 1 


[fie 0) U, e)U le, 
B = Sf (e — e’ —e”) U (e”,e) U (e”, e’) U (e’, d WA Q”, 
(17b)}_ f (le, eo], [e”, e’]) U (e”,e) U (e”, e’) U ep) d Wd Q”, 
D, = [[ Ue", U Qa”, 


und 


mit p= Poe’; = poe”. 
Man erhält dann endlich, wenn man wie oben die Größen E, und py 
durch ß ausdrückt: 
J, [| e*Z? \?1 — 1 
(ie. 


8 

in? — - — — 
6 + 2sin (ß? 2)|,+2(1 sin 
Der Gesamtbetrag der Streuung in dritter Näherung ergibt sich dann 


aus (9). 
Die Größe b muß nun im Falle eines nackten Kernes gegen I 


— B, + 


(18) 


gehen, weil das Potential den ‘Abschirmungsfaktor e * aus Konver- 
genzgründen erhalten hat. Wie man aber sofort sieht, werden die 
Integrale an der Stelle b = 1 divergent, zum Unterschiede von der 
ersten Näherung. Denn sowohl L, als auch /, werden unendlich für 
b =: 1. Dasselbe gilt auch für die nicht in geschlossener Form ermittel- 
baren Grundintegrale aus J,®. Dies deutet darauf hin, daß die ersten 
Näherungen nicht zuverlässig sind, es treten daher ähnliche Verhält- 
nisse wie in der Schrödingerschen Theorie auf. Wir zeigen nun 
zum Abschluß noch, daß bei Durchführung eines Grenzüberganges zur 
Schrödingerschen Theorie unsere Formeln mit denen übereinstimmen, 
welche Chr. Möller (a. a. O.) seinerzeit abgeleitet hatte. 


3. Grenzübergang 
Wir behandeln zuerst den Teil J,“ aus Formel (16). Gehen wir 
zur Grenze c > », 8B +0 über, so erhält man: 


(1) 2 =: 
(16a) { cose” 
1 2 2 
V®— — sin 
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Möller findet nun für die Streukoeffizienten (in seiner Bezeichnungs- 
weise) 


(FE )i ears (ke) 


wobei er fiir f, (kp») setzt (fiir 1] = 2) 
an)" fe (kins) = [sinodo dy(—4ixX—4a Y). 
0 


In seinem Falle (a-Streuung) vernachlässigt er Y und erhält bei alleini- 
ger Verwendung des X-Gliedes: 


f, (kis) = — am 


Das hierin auftretende ait errechnet er zu 
ken 


| 1 
2 k04 sin? — l -- —-[l+ —— 
2 jor Resint [0] 4 R? 


2 R2 2 2 
+ sin > 

2 ko? R? 2 2 


4in? 


Daher ergibt sich 


(27)”": fy (kyo) =- — 
2 182 gin? 2. fi : (1. 
| Re sin? S 
Vı+ 
Ersetzt man darin R durch a, E durch —e, 1 ee durch 5 


und © durch #, so erhält man im wesentlichen (bis auf eine belang- 
lose Konstante, die sich auf die Definition des Streukoeffizienten’ be- 
zieht) unseren Ausdruck für J,"). Hierdurch ist der Zusammenhang mit 
der Schrödingerschen Theorie hergestellt und gezeigt, dali dieselben 
Verhältnisse auch in der Diracschen Theorie auftreten. 


Wien, Institut für theoretische Physik der Universität. 


(Eingegangen 29. August 1943.) 
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Über Spin und Strahlungskraft*) 
Von W. Wessel 


Die vorliegende Mitteilung bildet eine Fortsetzung der Versuche 
des Verfassers, die aus der Elektronentheorie bekannte Reaktionskraft. 
der Strahlung in die Quantenmechanik einzuführen. Man versteht unter 
dieser Strahlungskraft einen aus den Geschwindigkeiten, Beschleunigun- 
gen und Beschleunigungsänderungen gebildeten Vierervektor, der, als 
eine Kraft verstanden, die Bewegung eines geladenen Teilchens genau 
so beeinflußt, wie es die von ihm ausgesandte Strahlung tut. Die so 
veränderte, klassische Bewegung steht in einer sehr engen Analogie zu 
der Bewegung unter dem Einflusse des Elektronenspins, wie sie die 
Diracsche Theorie beschreibt. Der Grund dafür liegt, wie früher aus- 
einandergesetzt würde!), darin, daß die Strahlungskraft dritte Ablei- 
tungen nach der Zeit enthält. Man bekommt dadurch Geschwindigkeiten 
und Impulse als unabhängige Variable nebeneinander, und es zeigt 
sich?), daß ihre Bewegungsgleichungen in genauer Analogie zu denen der 
Spintheorie stehen, die ja auf dieser Unabhängigkeit geradezu beruht. 
Drei Unterschiede bleiben bestehen. Erstens ist die als Maß für die 
Strahlungskraft zu betrachtende natürliche Linienbreite etwa im Ver- 
hältnis der Feinstrukturkonstanten kleiner als die Feinstruktur selber. 
Dementsprechend unterscheiden sich die Gleichungen für die Geschwin- 
digkeit um einen dimensionslosen Faktor von dieser Größenordnung. 
Zweitens wird eine periodische Bewegung mit einer aperiodischen ver- 
glichen, was a. a. O. zu einer ungelösten Realitätsschwierigkeit Anlaß 
gab. Drittens ist die Energie des Spinelektrons konstant; man muß daher 
in der klassischen Theorie die emittierte Energie irgendwie mitzählen, 
und es zeigte sich, daß die Analogie auch in diesem Punkte erhalten 
bleibt, wenn man sie beständig der Ruhmasse hinzurechnet. 

Dieses Verfahren, das sehr daran erinnert, daß man in der Quanten- 
theorie der Felder die Selbstenergie der Teilchen von der Feldenergie 
nicht trennen kann, wird auch hier beibehalten. Es dürfte mehr bedeuten 
als einen bloßen formalen Kunstgriff, denn es erlaubt eine sonst schwer 
verständliche, grundlegende Eigentümlichkeit der Diracschen Theorie 
zu deuten. Mit seiner Hilfe können wir, nachdem wir in der letzten 
Mitteilung von dieser Theorie ausgegangen waren, nun wieder, zur klassi- 
schen Theorie zuriickkehren und die Frage stellen: welche Vertau- 
schungsrelationen sind mit den so verdnderten klassischen Gleichungen 
verträglich oder wie muß man diese Gleichungen etwa weiter verändern, um 
einfache Vertauschungsrelationen einführen zu können?! Man kann ja zu 


*) Herrn Geheimrat A. Sommerfeld zum 75. Geburtstage am 5. 12. 
1943 gewidmet. 


EN 
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einem gegebenen System von Bewegungsgleichungen nicht irgendwelche 
Vertauschungsrelationen hinzufügen, sondern diese müssen partikuläre 
Integrale sein, genau so, wie in der älteren Quantenmechanik die ,, Quan- 
tenbedingungen“ Integralinvarianten. Es zeigt sich, daß man so auf 
kürzestem Wege wieder zur Diracschen Hamiltonfunktion und bis auf 
Abweichungen von der Größenordnung der Strahlungskraft auch zu den 
Diracschen Vertauschungsrelationen geführt wird. Die Umstände, 
unter denen diese Betrachtungen entstanden, erlaubten es noch nicht, 
diese eigentlich interessierenden Abweichungen zu bestimmen, doch 
dürfte mit dem Vorliegenden die Herleitung der reinen Spintheorie als 
ersten Näherung einer Theorie mit Strahlungskraft einigermaßen zum 
Abschluß gebracht sein. 

Die Bewegungsgleichung eines punktförmigen, negativen Elektrons 
lautet in Gegenwart äußerer elektromagnetischer Felder F,,, bei Be- 
rücksichtigung der Strahlungsrückwirkung?) 


u, € ist die Vierergeschwindigkeit, e und c sind die Elementarkonstanten 
und m die Ruhmasse. Die Striche deuten Ableitungen nach der Eigen- 
zeit an. Die Metrik ist so gewählt, daß u,,2 = — 1 gilt. Griechische Indizes 
laufen von 1 bis 4, lateinische von 1 bis 3. 

Wir versuchen diese Gleichung so umzuschreiben, daß die rechte 
Seite gleich der Ableitung eines Skalars nach einer Koordinate, die linke 
gleich der vollständigen Ableitung eines Vektors nach der Zeit wird, um 
diesen Vektor als Impuls einzuführen, und betrachten dazu zunächst die 
Strahlungskraft, das sind die beiden letzten ‚Glieder rechts. Sie enthält 
erstens ein Glied mit w„; dies kann natürlich ohne weiteres auf die linke 
Seite geschlagen werden. Es ist dynamisch eigentlich recht unwichtig, 
weil es nur reversible Änderungen der Energie bewirkt), aber ausschlag- 
gebend für die Abänderung der Kinematik. Die eigentliche Bremskraft 
wird durch das zweite Glied in der Klammer dargestellt. Sie ist, da das 
Quadrat der Viererbeschleunigung bekanntlich stets positiv ist; der 
Geschwindigkeit stets entgegengesetzt gerichtet und verzehrt dauernd 
Energie. Wir wollen diese Energie, wie gesagt, beständig der Ruhmasse 
zurechnen und bestimmen sie daher für das mitbewegte System. Der 
gesuchte Energieverlust ist durch die mit -ic multiplizierte vierte Kom- 
ponente des letzten Gliedes von (1), also durch 


2 
TT iu, (u’,)? (2) 
gegeben. Im mitbewegten System ist yq = i; die Zunahme der Ruhmasse 
folgt hiermit aus (2) durch Division mit c? und Vorzeichenumkehr. Wir 
haben also 

(w',)? (3) 
zu setzen, und danach läßt sich das letzte Glied rechterhand in (1) mit der 
linken Seite zu (mcu,)’ vereinigen. Schließlich setzen wir wie gewöhnlich 
unter Einführung eines Vektorpotentials A, 


4 
4 
3 
E 
if 
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0 Ay Zee) | en 
und können dann (1) mit Einführung eines Impulses 
, 
Pu = —— Ay — (5) 


in der gewünschten Form 


0 
e Ay uy (6) 


schreiben. Fiir die Anderung der Vierergeschwindigkeit folgt dann aus 
(5) die Gleichung 


- 5 — (by + (7) 


Die Gleichungen (3), (6) und (7) in Verbindung mit der Definition der 
Vierergeschwindigkeit 

= C My (8) 
bilden nun das vollständige System der Bewegungsgleichungen für 
Koordinaten, Geschwindigkeiten, Impulse und Masse. 

Wir gehen schließlich noch, um unabhängige Variable zu haben, von 
der Vierergeschwindigkeit zur gewöhnlichen Geschwindigkeit » über und 
führen auch statt der Eigenzeit die gewöhnliche Zeit ein. Die Differentia- 
tion danach werde durch einen Punkt bezeichnet?). Statt (8) und (6) 
hat man dann einfach 


(9) 
v 


(j = 1, 2, 3; V=—iA4, = skalares Potential), und für » selbst ergibt 
sich nach einer kleinen Rechnung aus (7) mit den Abkürzungen 


Ber+-u (11) 


P, =me (12) 
(B = v/c) die Gleichung 


3.0? v /v 
Wie man sieht, erscheint die Masse nur in der Verbindung (12); wir 
betrachten also P, als unabhängige Veränderliche und fügen ihre Be- 


wegungsgleichung dem System (9), (10), (13) hinzu. Man findet dafür 
mit Benutzung von og und al nach einiger Rechnung 


oder auch 


(15) 


| 3 
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Diese einfache Formel, aus der der Energiesatz leicht zu folgern ist, wird 
die eigentliche Briicke zur Quantenmechanik bilden. Wir versuchen 
nämlich jetzt Vertauschungsrelationen zu finden, die mit (9), (10), (13) 
und (15) vereinbar sind. In erster Linie verlangen wir natiirlich das 
Erfülltsein der Relation 


h 
— Pi = Six (16) 
der Heisenbergschen Mechanik.*) 
Soll das für alle Zeiten gelten, so muß 
Pi Xe Xp + Yi Lye = 0 (17) 


sein. Nun sind die p; nicht von den p; und die z; nicht von den x; ab- 
hangig, wohl aber beide von den Geschwindigkeitskomponenten. Die 
Gleichungen (17) sind also auf einfache Weise nur zu erfüllen, wenn man 
Vertauschbarkeit aller Koordinaten und Impulse mit den Geschwindigkeits- 
komponenten annimmt. Es soll also sein 


UV, — = 0 (18) 
Us 2,0; = 0 


u. 8. W. 
Daraus folgt wegen 2, = v;: 
0, %, = 
Ly — Ve = Vz Vg — 
— = Vy — V5 (19) 
u. 8. W. 


Wir wollen schließlich annehmen, daß auch Py, das ist im wesentlichen 
die Masse, mit den Koordinaten und Impulsen vertauschbar sei. Wir be- 
ginnen ‘auch hier mit den Koordinaten: 


P, P, (20) 
Differentiieren wir auch diese Bedingung nach der Zeit, z. B. für i = 1: 
Po Py + Pov, -uP =0, (21) 


so ergibt sich mit Riicksicht auf (15) 
— (Bx, — 2,8) = = + Pyv,—v, Py =0. (22) 
Hier gibt der erste Term gemäß der kanonischen Relation (16) einfach 


gelöst: 


—_—— =. Im zweiten Term setzen wir aus (19) ein. So folgt, nach v, auf- 


= Pa — 04 %) + Ps (v3 — 03) 4 c (Pov, — Po) (23) 
Aber das läßt sich offenbar auffassen als 
i, = (H H) (24) 


*) h steht hier unl im folgenden für h/2z. 
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mit 


(25) 


und das ist, bis auf das skalare Potential, das man, als mit » vertausch- 
bar, hinzufügen kann, gerade die Diracsche Hamiltonfunktion. Aus 
ihr folgen in bekannter Weise auch die Gleichungen (9) und (10) durch 
Vertauschen mit x; und p;. Damit sind wir der Untersuchung der bisher 
stillschweigend vorausgesetzten Vertauschbarkeit der x; unter sich und 
der p; unter sich enthoben. Es folgt weiter, wenn man (15) symmetrisiert 
in der Form 


1 
+43) (26) 

und v aus (23) einsetzt, auch 
P, = (H Py— Py H), (27) 


womit alle Bewegungsgleichungen an H angeschlossen sind. Mit Hilfe 
der letzten Beziehung und der entsprechenden fiir p; beweist man dann 
auch leicht, daß P, p; — p; P, = O fiir i = 1, 2, 3 partikuläres Integral 
ist, wie oben angenommen und inzwischen mehrfach benutzt wurde. In 
Frage stehen jetzt nur noch die Regeln fiir die Vertauschung der-Kom- 
ponenten von » unter sich und mit P,, denn diese bleiben ja in (23) 
ganz offen. 

Bevor wir darauf eingehen, wollen wir jedoch die sich aufdrangende 
Frage beantworten, wie die Veränderlichkeit der Ruhmasse in der 
Diracschen Theorie aufzufassen sei. Die formale Übereinstimmung in 
der Hamiltonfunktion ist vollkommen, denn der hier c P, genannte 
Massenoperator ist bei Dirac ebenfalls selbständige Variable. Hat man 
also die Ruhmasse in der Diracschen Theorie wirklich als veränderlich 
zu betrachten? Wir glauben in der Tat, daß man damit die Bedeutung 
dieses vierten Operators erst richtig versteht. Daß bei Dirac außer 
den Koordinaten und Impulsen noch vier Operatoren auftreten, ist eine 
der wesentlichsten Eigentümlichkeiten seiner Theorie, besonders gegen- 
über der Paulischen Theorie des Spins. Die Sechzehngliedrigkeit des 
mit ihr verknüpften hyperkomplexen Systems hat darin ihre Wurzel. 
Man sieht in dieser Vierzahl meist nur ein Kennzeichen der ,,relativisti- 
schen Symmetrie‘, wozu man insofern Anlaß hat, als sich für die frag- 
lichen vier Größen, wenn man von der Wellengleichung ausgeht, die 
Operatoren des Viererstromes wählen lassen. Im Rahmen der reinen 
Mechanik, die wir hier treiben, hört aber diese Symmetrie auf, denn die 
Komponenten der Vierergeschwindigkeit sind ja durch die drei Kompo- 
nenten der gewöhnlichen Geschwindigkeit bestimmt; dafür erscheint als 
viertes Element ein mit der Masse verknüpfter Operator, und zwar 
entspricht unserm P, = mc \1—ß? bei Dirac ein Term m,co,, 
wobei m, die Massenkonstante ist. Wollte man allgemein®) o, als quanten- 
mechanischen Vertreter von /1 — ß? auffassen, so wäre die Unabhängig- 
keit von den Geschwindigkeitskomponenten physikalisch nicht einzu- 
sehen. Sie wird aber sofort verständlich, wenn man, wie es hier geschehen 
ist, die Ruhmasse m als beschleunigungsveränderlich behandelt. Unter 
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0, ist dann m /1 — ß?/m, zu verstehen, und das ist unabhängige Variable, 
weil m unabhängig ist. 

Wir wenden uns nun den noch ausstehenden Vertauschungsrela- 
tionen der Geschwindigkeitskomponenten untereinander und mit dem 
Massenoperator zu. Um sie zu bestimmen, ziehen wir die noch nicht 
berücksichtigte klassische Gleichung (13) heran und vergleichen sie 
hinsichtlich der Koeffizienten von ® und P, mit der quantentheoreti- 
schen Gleichung (23). Dort ist der Koeffizient von P, gleich Null. Soll 
das auch in der ersten Gleichung (13) der Fall sein, so muß 
v,2 
sein. Entsprechendes gilt für v, und v,. Damit haben wir auch die charak- 
teristischen Normierungsrelationen der Geschwindigkeitskomponenten 
wiedergefunden. Wir haben nun noch die Koeffizienten von P,, P, und 
das Glied mit P, in (23) und der ersten Gleichung (13) zu vergleichen. 
Um die klassische Gleichung hierfür geeignet zu machen, müssen wir 
sie zunächst symmetrisieren. Die erste Komponente lautet dann, wenn 
wir (28) gleich berücksichtigen und einen Faktor c? heben: 

(1 — +0; Up) + %) (Por, +, Po} - (29) 


Es stehen sich also bei einem Vergleich mit (23) gegeniiber, wenn wir 
die Feinstrukturkonstante 


(30) 
einfiihren: 
3 
3 


(v3 — und Ty (1 — + 05) (31) 


, 3 
Po) und — PP) (Pov + Po) 


Wir können hier offen lassen, welche Bedeutung man quantentheoretisch 
dem Faktor 1 — ß? zu geben hat, denn mindestens die in den beiden 
ersten Zeilen einander gegenübergestellten Größen können nicht mehr 
einander gleich gesetzt werden, weil ihre Symmetrie dem entgegensteht. 
Die linken Seiten kehren ja ihre Vorzeichen um, wenn man | und 2 ver- 
tauscht, was schon eintritt, wenn man von v, statt von v, ausgeht, 
während die rechten Seiten ihre Zeichen beibehalten. Auch die dritte 
Zeile dürfte nicht als Gleichung möglich sein; sie ist es jedenfalls nicht, 
wenn man », mit 1 — ß? als vertauschbar betrachtet, weil dann Rechts- 
und Linksmultiplikation mit v, wegen (28) auf einen Widerspruch führt. 
Die richtigen Vertauschungsrelationen der v; und P, bleiben also noch. 
aufzufinden. Wahrscheinlich ist die klassische Gleichung (13) nicht 
richtig. Wir können aber aus dem Vergleich (31) eine wichtige Abschät- 
zung herleiten. Denn wie die fraglichen Relationen auch lauten mögen, 
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so müssen sie doch von solcher Art sein, daß die rechten und linken 
Seiten in (31) Erwartungswerte gleicher Größenordnung ergeben. Eine 
erste Voraussetzung dafür ist erfüllt: beide Seiten sind bei hermiteschen 
v;, Py hermitesch. Die Realitätsschwierigkeit in unseren früheren Arbeiten 
ist damit behoben. Aber auch das Auftreten der Feinstrukturkonstanten 
macht die beiden Seiten in (31) nicht mehr unvereinbar: die antikommu- 
tative Verbindung (der hermitesche Realteil von v, v,) rechterhand muß 
nur im Verhältnis y klein werden zu der kommutativen (dem hermite- 
schen Imaginärteil) links, und das ist leicht möglich. Setzt man nämlich 


1 
Der + = con Vy (32) 
so ist 
ite — = + sin (33) 


zu setzen, denn die Quadratsumme dieser beiden GréBen wird wegen 
(28) gleich eins. Damit folgt aus (31) der Größenordnung (~) nach 


etg Tn my. (34) 


Der Winkel J°;, ist also nahezu gleich einem Rechten und daher auch 
cos T',  y. Es muß also zufolge (32) sein 
(35) 
t+k, 


und damit haben wir auch die bekannten Vertauschungsrelationen der 
Geschwindigkeitskomponenten bis auf Abweichungen der Größen- 
ordnung y gewonnen. Da die Feinstrukturkonstante als das Verhältnis 
der für die Strahlungskraft charakteristischen Größe e?/c? und der 
entsprechenden quantentheoretischen Konstanten h/c zustandekommt, 
erscheint hiermit die Diracsche Spintheorie als erste Näherung einer 
die Strahlungsreaktion umfassenden Theorie. Es ist von Wichtigkeit 
wegen der Existenz von ungeladenen Teilchen mit Spin, daß in der 
Quantentheorie die Strahlungskraft ganz in die Vertauschungsrelationen 
rückt, sodaß mit ihrem Verschwinden nicht die ganze Spinkinematik 
umgestoßen wird. — Gemäß der letzten Zeile in (31) ist schließlich 
noch zu ergänzen 


Pt +  Py~y mee, (36) 


wobei m, die Elektronenmasse ist. Damit folgt aus (25) fiir verschwin- 
dendes y in bekannter Weise P,? = const. als partikuläres Integral. 
Relationen der Form (32) sind zur Einführung des Schwerefeldes 
mehrfach untersucht worden’). Es gibt einfache Darstellungen dafiir, auch 
in Verbindung mit einer entsprechenden Relation fiir Py. Die Lösung 
der Symmetrieschwierigkeit ist aber wohl nicht in solchen Betrachtungen 
zu suchen. Dagegen ist es möglich®), sie zu beheben oder wenigstens 
einen offenen Widerspruch zu vermeiden, wenn man die Diracsche 


ave 


5 
ae 
_ 
= 
bes 
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Theorie durch Heranziehung ihrer noch nicht benutzten Variablen 
klassisch strenger analogisiert. Dabei treten verschiedene Größen ausein- 
ander, die in Gleichung (13) als identisch erscheinen. Es wollte aber 
noch nicht gelingen, Darstellungen für die so sich ergebenden Vertau- 
schungsrelationen zu finden. Ferner ist im Auge zu behalten, daß das 
quantentheoretische Gegenstück zu der durch (13) beschriebenen, klassi- 
schen Bewegung die Schrödingersche ,,Zitterbewegung“ ist. Die Auf- 
lösung der in (31) auftretenden Diskrepanz steht also sicher im Zusam- 
menhang mit den Problemen des positiven Elektrons. Das Vorzeichen 
der Ladung bestimmt auch, wie schon in der vorigen Mitteilung gezeigt 
wurde, das Vorzeichen der rechten Seite von (13) bzw. (31) in dem 
Sinne, daß bei Verwandlung von —e in + e und gleichzeitiger Vor- 
zeichenumkehr von p, ® und P, die rechte Seite von (13) das Zeichen 
wechselt, während alle andern Gleichungen in sich übergehen. 


Fußnoten 


1) W. Wessel. ZS. f. Phys. 92, 407, 1934; 110, 625, 1938. 

2) Derselbe, Naturwissenschaften 30, 606, 1942. 

3) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 167, 148, 1938; L. Infeld und P. R. 
Wallace, Phys. Rev. 57, 797, 1940. 

4) G. A. Schott, Phil. Mag. (6) 29, 49, 1915. 

5) Anders als in der zuletzt genannten Mitteilung des Verf., wo sich der Punkt 
auf die Eigenzeit bezog. 

6) Es trifft zu für den Zeitmittelwert bei kräftefreier Bewegung (auch noch 
im konstanten Magnetfelde), vgl V. Fock, ZS. f. Phys. 68, 522, 1931. 

7) Vgl. E. Schrödinger, Berl. Ber. 1932 Nr. 11/12, S. 105. 

8) Diese Bemerkung wurde nachträglich gemacht. 
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Eine Bemerkung zur Theorie des Mesonfeldes.*) 
Von S. Flügge. 


Zwischen den verschiedenen Ansätzen zur theoretischen Behand- 
lung des Mesonfeldes einerseits und der Maxwellschen Elektrodvnamik 
anderseits besteht bekanntlich eine weitreichende Analogie. Während 
diese hinsichtlich der Feldbegriffe auch stets voll ausgeschöpft wird, ist 
es üblich, im Hinblick auf die Einführung der schweren Teilchen (Neu- 
tron, Proton) bei den Quellen des Feldes sich sehr bald auf Punktquellen 
zu spezialisieren. Es scheint sowohl begrifflich als in der praktischen 
kernphysikalischen Anwendung nicht überflüssig zu sein, diese Einschrän- 
kung fallen zu lassen und einen Begriff wie den der Raumladungsdichte 
aus der Maxwellschen Theorie auch in diejenige des Mesonfeldes zu 
verpflanzen. Was damit gemeint ist und vielleicht erreicht werden kann, 
soll im folgenden an einem einfachen Beispiel kurz dargelegt werden. 

Wir behandeln ein Mesonfeld ohne elektrische Ladung und ohne 
Sp*n, d. h. ein Feld, das durch eine reelle skalare Wellenfunktion y (t) 
beschrieben wird. Als Hamiltonfunktion wählen wir 


1 
fas { (4 20)? 22 + (grad y)? + ve} + [arev. (1) 


Hierin sind y (r) und das kanonisch konjugierte Feld 2 (r ) Operatoren, 
zwischen denen die iibliche Vertauschungsrelation besteht 


h 
a(t) y(t’) — p(t’) a(t) (2) 


Die Zahlenfaktoren in Gl. (1) sind so gewählt, daß durch Bildung der 
kanonischen Gleichungen und Elimination von x aus ihnen die Wellen- 
gleichung in der Form entsteht!) 


Ag u? y= 420. (3) 


Der Fourieransatz 


dae a(t) = (4) 


führt dann auf Grund von Gl. (2) in dieser Normierung zu den kanoni- 
schen Vertauschungsregeln der pr, gr und ergibt beim Einsetzen in Gl. (1) 


*) Herrn Geheimrat A. Sommerfeld zum 75. Geburtstage gewidmet. 

1) Statt h/2rn steht in dieser Arbeit durchweg Ah. Die Herleitung der Formeln 
(1) bis (8) bietet natürlich nichts Neues und ist nur wegen der etwas anderen Nor- 
mierung hier ganz kurz wiederholt. Vgl. etwa die ausführliche Darstellung bei G. 
Wentzel, Einführung in die Quantentheorie der Wellenfelder, Wien 1943, Kap. II. 


€ 
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Substituiert man anstelle der pr, gt neue Operatoren br, br durch 


2 my 


so können die by, by bekanntlich aufgefaßt werden als solche Operatoren, 
die auf ein System ganzer Zahlen N, wirken. Sie genügen den Vertau- 
schungsrelationen 


Jedes N; wird im quellenfreven Felde gedeutet als Besetzungszahl des 


Quantenzustandes ? mit Mesonen. Die Gesamtenergie des Feldes mit 
Quellen ergibt sich dagegen beim Einsetzen von Gl. (7) in () zu 


= —it 
At = (10) 


ist. Man pflegt in dieser Gleichung meist die A-Terme als Störung auf- 
zufassen. Dies ist keineswegs notwendig, solange o (r) kein Operator ist 
und damit auch die /, gewöhnliche Zahlen sind, d. h. im Rahmen der 
neutralen Mesontheorie, bei der keine elektrische Ladung ausgetauscht 
wird. Der Ausdruck (9) läßt sich dann in Strenge auf Diagonalform 
bringen; man kann nämlich schreiben 


und aus Gl. (8) die erweiterte Vertauschungsrelation ableiten: 
(by + Ay) (by + Ap) — (by + At) (by + A) = (12) 


Das Problem der Hauptachsentransformation ist dann bis auf das Glied 
— 24, Af in Gl. (11) formal identisch mit derjenigen im quellenfreien 
Felde; jenes Glied aber befindet sich bereits in diagonaler Form. Man 
kann also schreiben 


(by + (N) = 1x (N, 


wobei 


und erhalt 


h 
H = Nyt (13) 
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Dann bedeuten die Terme mit 2 Ny + 1 die Energie der Mesonen unter 
Einschluß der Nullpunktsenergie und der Ausdruck 


die Wechselwirkungsenergie. Setzen wir hierin A; aus Gl. (10) ein und 
gehen mit dem Normierungsvolumen V — » , ersetzen also 


1 1 
1 


—it 


Diese Gleichung kann natiirlich auch geschrieben werden 


id dt eitir—-r’) 
w-— [are [aver | (15) 


In dieser Form zeigt sie ihre véllige Analogie zum Wechselwirkungs- 
ausdruck der Elektrostatik; das f-Integral tritt anstelle des Ausdruckes 
1 
t—r] 
tritt der fiir die Yuka wasche Theorie charakteristische Faktor e—#!*—*'! 
hinzu. Diese Herleitung des statischen Elementargesetzes macht keinen 

Gebrauch von der Abstraktion der Punktquelle. 

Wir geben nun eine Anwendung von Gl. (14) auf die Theorie des 
Mussendefektes schwerer Atomkerne. Hierbei wird sich zwar nicht die 
empirisch bekannte Sättigung ergeben, wie die zur Elektrostatik analoge 
Gestalt (15) schon zeigt. Das ist von der benutzten skalaren, neutralen 
Theorie auch nicht zu erwarten, die wir hier nur als Modell gewählt 
haben, um den Gedankengang klar hervortreten zu lassen. 


Wir setzen für die Dichte an: 
o=o firr<R; o=0fürr>R. (16) 


Dann bedeutet R den Kernradius. Die Dichte 9, im Kerninnern ist 
gegeben durch 


so entsteht 


W=— (14) 


‚in den es für 4 = 0 auch tatsächlich übergeht; andernfalls 


(17) 


wenn A die Gesamtzahl der Neutronen und Protonen im Kerne ist. 
Ferner bedeutet g die für die Intensität der Kernkräfte maßgebende 
Konstante von der Dimension einer elektrischen Ladung, die den Zu- 
sammenhang von Teilchendichte und Quellendichte vermittelt. 

Setzt man (16) in (14) ein, so läßt sich die Integration über den 
t-Raum elementar ausführen: 


er = (in kR—kRcoskR). 
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Die Bindungsenergie des Atomkerns wird daher 


| (sin k R—kRicoskR) 


oder 


dk 
W = 020 | (sin kR--kR cos k R)?. 
0 


Führen wir hierin die Hilfsvariable z = k R ein und setzen u R = a, so 
bedeutet a das Verhältnis von Kernradius R zu Kraftreichweite 
h 


(m = Mesonmasse), und es wird 


W = — 16 R’f (a) (18) 
mit 
> (sin z— z cos z)? 
f(a) = f (19) 
0 


Die Auswertung des Integrals f (a) gelingt auf komplexem Wege 
folgendermaßen: Es ist 
24 (22 + a?) 
0 


2iz 2 
e*2 (z + 2)? 224 1 


44 z4(z + ia) (z—ia) 


Da das Integral reell ist, muß der ausgeschriebene Teil mit dem konju- 
giert komplexen iibereinstimmen: 


+ konj. komplex. 


et (z + i)? +22 +1 
f(a) de +ia)@—ia)' 
Dies Integral hat zwei Pole beiz = + iaundz=—- ia. Bei Annäherung 


an den unendlich fernen Punkt konvergiert es für positiv imaginäre z, 
also in der oberen Halbebene. Ferner besteht eine Singularität bei 
z = 0; Reihenentwicklung des Integranden ergibt dort: 

im i 


z>0 


Wir verfahren nun so, daß wir das Integral ausrechnen, das wir erhalten, 
wenn wir von — & längs der reellen Achse bis — 6 gehen, von dort auf 
einem Halbkreise in der oberen Halbebene um den Punkt z = 0 herum 
bis z = + 6 weitergehen, dann wieder von + 6 bis + « der reellen 
Achse folgen. Dies Integral kann nämlich in ein Schleifenintegral im 
positiven Sinne um die Stelle z = + ia überführt werden; es ergibt 
sich dafür 


| | 
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f-: 
2.2ia-a 


Ziehen wir von diesem Schleifenintegral dasjenige iiber den Halbkreis 
von — 6 nach + 6, d. h. 6>0 


dz 
Bae 


ab, so bleibt das Integral von —« bis — 6 und von + 6 bis + 
zurück. Da hierin .6 nicht mehr vorkommt, ist diese Differenz einfach 
das Doppelte des gesuchten Integrals f (a). Es wird daher 
2 
2 
f (a) 7 1—a+ 7a a+ap]. 


Setzt man dies in Gl. (18) ein und beseitigı o, nach Gl. (19), so erhält 
man für die Bindungsenergie 


2 

— gq? + —g3— ea 2 

a? 4 3% € (1 + a) 

Diese Formel ist ganz analog gebaut zu derjenigen, die sich für die 
Coulombsche Energie einer homogen geladenen Kugel ergibt. Man muß 
nur « und damit «a ——> 0 gehen lassen, dann folgt auch aus Gl. (20) 
3 g 
27 
W 5 A 
Eine unmittelbare praktische Anwendung von Gl. (20) auf die Bin- 
dungsenergie der Atomkerne ist aus den oben ausgefiihrten Griinden 
nicht möglich. Im Grenzfall « —> », d. h. sobald die Reichweite der 

Kernkräfte klein wird gegen den Kernradius, erhält man 


2 
u? 


wenn V das Kernvolumen bedeutet. Die Energiedichte wird dann zwar 
unabhängig von der Größe des Kerns, sie wird aber nicht proportional 
der Materiedichte selbst, sondern ihrem Quadrat. Etwas anderes ist aber 
nur beim Übergang zu vektoriellen Mesonfeldern zu erwarten, welche 
die richtigen Sättigungseigenschaften ergeben. 

Herrn Dr. D. Lyons habe ich für einige anregende Gespräche über 
diesen Gegenstand herzlich zu danken. 


Berlin, den 19. Oktober 1943. 


(Eingegangen 22. Oktober 1943.) 
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